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1 Serie numerique

o0
ai,a9,as, ... € R une suite a; +ag +ag+...= > ay

1.1 Definition

Definition : 5i aj,ag,... € R est une suite, alors,

Zan = hm Zan

N—oop—1
Proprietes :
o0 o0 o0
— Si > ay et Y by convergent, alors : Y (ap + by) = Z an + Z bn
n=1 n=1 n=1 n=1
oo
— Si Y ay converge et si A € R, alors : > dan = A Z an
n=1 n=1 =1
(0.]
— Si > ap converge, alors hm an =0
n=1

Preuve : Si Sy =a; +ag+ ...+ ay, alors

Z an = hm Sn, mais an = Sn — Sy 1

n=1
Et donc : nh—>Holo(Sn ~Sp1) = li_)rréOSn,l =0 O
o0
1_
~o nzl diverge, meme si : nlgrolon

Remarque : Sicy,co,... € C est une suite et si ce C, alors on dit que : lgn Ch =¢C
n—,o00

. Chp =UuUp+ixv
ssi lim |cp—c|=0 Autrement dit, si : " n Y on veut :
n—00 C =u+1x*xv
lmup=u lmvyp=v
n—oo n—oo
Exemples : Serie geometrique
o0
Soit :qeC S q*=1+q+q¢+...
n=0
— si | q|>1 alors il n’est pas vraie que  lim q" =0 (car | g™ |> 1)
n—oo
o0
alors > q" diverge
n=0
s L 2 n_ g™ 11 1
S ‘q’<1 1+q+q ++q = TIq nli{roloil*q Iq — T4q
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Illustration : q = %

Definitions : Soit aj, a9, ... € C une suite

o0 o0
On dit que la serie Y ap converge absolument si Y. |ap | converge
0 0 (0.9]
Theoreme Si Y ap convrge absolument, cad si : > | ap | converge, alors Y ap
n=1 n=1 n=1

converge

Preuve : Rappel, une suite (cn) converge ssi elle est dite de Cauchy, cad :

(Ve > 0)(I ng)(Vm >n >ngy) |em—cpnl<e

tm = |ai|+]ag|+.+]|an|
posons :
sn = a;taz+..+ap

Notre hypothese : lim tn converge A montrer : lim sn converge tn converge =-
tn est une suite de Cauchy c a d :

m
> =[tm-tn|<e
k=n+1
m m
mais : | sm—sn |=| > |< Y < e= lasuite (sn) est de Cauchy donc elle
k=n+1 k=n+1
converge
n
Observation : Si a, >0 (ap € R) Vn=1,23,... alors : sy = Y ay est une
k=1
suite croissante  (sp41 >sn car sy + 1—sn=ap1 > 0) et donc :
0.0}
— soit la suite (sn) est borne = elle converge > ap converge
=1
. o0
— soit (sn) n'est pas borne cad lim sn=o00 ¢ ad ) ay = oo(diverge vers co)

1.2 Comparaison avec une integrale

Theoreme : Soit f: [1,00) — [0,00) une fonction decroissante. Alors :

o0
Zlf(n) converge ssi [ f(x) dx converge
n—

Preuve : photo
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Preuve formelle: f(n+1) = fn+1 f(n+1) dx < fr?—H f(x)dx < fr?—'—l f(n)dx = f(n)

n
N
n:l'
N+1 N+1
> f(n) < / f(x) dx
n=2 1
N
< D f(n)
n=1
lim
N—oo
Exemple : soit a > 0 f(x) = Xla quand est ce que : loo % <o0?

$81 a>1 car

/dx_ rla*xlfa sia#1
x| log x
oo dx

LD S <oo ssia>1 (enpartie [{T =o0)

n?

0.}
On adonc : > 1 converge ssi > 1
n=1

.. ) 1 . .
En particulier : = =00 (la serie harmonique)

108

o0
est ce que ) m converge ¢ (voir serie)

1.3 Comparaison avec autre serie

o0
nous savons si »_q" converge, et si Z% converge, est ce que » tan(n—g) converge ¢
n—= =n n=1

(0. ¢] (0. ¢]
proposition : Si 0<ap <b, etsi > by<oo alors > ap<oo

preuve :
N—oo

N N 00 00
an <Y by lim : Y ap <Y by O
n=1 n=1 n=1 n=1

Proposition :  Soient a, € Cet by € (0,00) Si la suite (%—E)est borne cad st 3 C> 0
tq [ {2 |<0 Vn
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Theoreme (critere de la limite) : Soient a, € C,by € (0,00). Supposons que la

.. a .
limite . existe
n

Alors
o0 o0

— Si > by converge, alors ) ay converge absolument
n=1 n=1

o0 o0
— si Y ap diverge, alors Y by diverge

Theoreme (critere de la limite Soient an € C, _n € (0,00) deuz suite.

o0 o0
Supposons que la suite (%—“) converge. Si Y by converge alors Y ap
" n=1 n=1

converge absolument

Corrolaire : Avec les meme hypothese. (contrapose) si Y ay diverge, alors by
diverge

o0
Corrolaire :  Siay € (0;00),by € (0,00), et si lim & #0, alors Y ay converge ssi
n—o0 n n=1
o0
> by converge (car on peut ecrire les suite an et bn)
n=1
Preuve du theoreme : La suite %—E converge = elle est bornecad3 C>0 tq |
<

On a donc : |ap | < Cx|by|
Par Uhypothese Y by converge = > an converge [

Exemple :
> 1
> tan(=)
n=1
) tanx
lim
n—oo X
1
tan(—g)
lim =1
n—o0 )
n
1 w1 S 1
On pose : by = 2 Zln_2 converge, et donc : 21 tan =5 converge
n= n=
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X 1 sin 1/n
> sin & hn%bl?(x =1; lgn T = 1; Z diverge = Z Sm diverge
n=1 X— n—=00

n=1

Comparaison avec la serie geometrique

Theoreme (critere du quotient) : Soit ay € C une suite
— si lim | ag—;rl |<1 alors ) ap converge absolument

— Si lim | 20t > 1 alors S ay diverge
Iy 5 an diverg

Preuve :

— 1) Soit q tq lim | ag:l l<q<1l; =3dnyg tq Vn>ng Ona: | anH < q;
On a donc : | anot1 [< ax [ an0 |3 [ anot2 |< ax [an +1 < q° | ano ;|
ano + k |[< o5 | ang ;' vu que Zq converge ; Z | ang + k |converge;

k=0 k=0
= > | an |converge; cad ) an converge absolument

n=1

2) Soit g tq1 < q<lim| = an“ ;' (3ng)(Vn >mng) | 2L

= |apo+k ‘> qk(aHO)

= lim |ap|=o00
n—o00

= Zan diverge [

n=1
Exemples : x€ C,x#0; ay= ?r:
1 x|
a 1! b'e
Pl BER - XL 0 (<)
an );1_' n-+1n—oo
0 n
= % converge absolument
n=0
0
1 _ 1
Z p an = n2
n=0 . X
. a; +1 . n-+ _ .
lim =3 = nlggo (%57)7 = Imeme si 3 =5 converge
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Theoreme (critere de racine) : Soit a, € C une suite
— 1) si lgm V| an | <1 alors ) ay converge absolument
n—00

— 2) silimsup/| ap | = 1, alors > ap diverge

Remarque : si lim supy/| an | = 1, alors le critere ne dit rien
n—o0

Preuve :

— 1) limsup V/| an |< q <1 Par la definition de la limite sup :  (Ing)(Vn >
ng) Vlan|<q; cad|ap|<q® = > |an | converge (car_ q™ converge)

— 2) limsup v/| an | > q > 1; Par la definition de limite sup 3 nombre infin de
neNtg: Vlan|<qcad: |ax|>d" = on ne peut pas avoir lim |
ap |=0; = > ay diverge [

Exemples : - );_1'1 = (an) V]an|= n|X| - 0<1; => XFI: converge

1.4 Critere de Leibniz et Dirichlet

2 critere pour convergence non absolue

Theoreme (critere de Leibniz) : Soit by, € R est une suite decroissante tq :

n—oo

Alors :

(-1)" by Converge

gk

=
I
—_

1
Preuve : on pose : sp= > (-1)¥b. ona:
k=1

S0 <82 <84 < ... <85 <83 <81

= lim sup(sgy) existe (so, est croissante et borne);  aussi lgn Sont1 existe
n—,oo

on a aussi :  limsoy = limsony1; car : lim(sopy1 —Son) = lim bop1 = 0 par
I’hypothese
= la suite converge [
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Exemples :
1
1-=
5 +

Converge mais ne converge pas absolument (»

Wl

1
1
1

n

ne converge pCLS)

Theoreme (critere de Drichlet) : Soit by, € R une suite decroissante tqlimby, = 0.
n

Soit an € C une suite tq sy := Y, est borne (cad 3C >0tq |sy[<C)
k=1
o0
Alors la serie > apnby converge
n=1

Remarque : Sia, = (-1)*!, Drichlet devient Leibniz  (s; = 1,89 = 0,83 = 1,84 =
0,...)

Preuve : L’idee sommation par parties :
n

so=0, sp:= ). ag

k=1
n n n—-1
tp 1= kzlakbk = kzl(sk ~sk1)bxk = suby+ kzlsk * (by — bk—|—1)

lim spby =0, car (sy) est bornee et lim by = 0 et limm by, = 0. Donc :
n—oo

0.} 0
>_anby = lim tn = > sp(bk — bxiq)
n=1 nreo k=1 i
o0
On va montrer que : Y sp(bg — by 1) converge.
k=1
o0
sk est borne cad  (3C > 0tq|si [< C et laserie ) (by — by, ) converge :
k=1
n
> (b —byy1) = (b1 b2 etc—bpi1) = by —byi1 — by
k=1
On a donc :

> (bk—byiq) converge, b —br 1 >0; |5 |[<C = > sp(bg—bgyq) converge
U
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1.5 Convergence absolue et convergence non-absolue

Rappel :
0 0
Zan Converge absolument si Z | ap | converge

o0
(= > ap converge)
n=1

o0
Théoreme A : Supposons que > ap converge absolument

n=1
Soit 0 : N — N une bijection (ici : N={1,2,..., })

Alors

Zlaa(n) = Zlan

" Si une serie converge absolument, alors la somme ne depend pas de l'ordre de la
somation”

o0 (0.}
Théoreme B : Supposons que ) a, converge non-absolument () |ay |= 00),

et supposons que : ap € R(Vn)
Alors : Vs € R, 3 bijection og : N = N tq :

o0

> Ag(n) diverge

n=1

— ... = log(2) converge non absolument

DO —
_|_
W=
|
W=
+
Tl

Exemple : 1-

un autre ordre :

1 1 1 1 1
1—1—137? ) —l-? —|—17f% ) + .. = %log(Q) = log2
l-5+3-7|+5 5+7 5|~ :110%(2)
*710g(2)
(0.}
Lemme : Suppososn que »_ ay converge
n=1
Alors :
o0
Jm, 2, —m =0
n=N+1
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SERSID SR 5 > > av= 3
Preuve: lim an— an = an ; ap— lim aN = ap U
n—=oo 21 n=N+1 n=1 ’ n=1 n—00 n=N+1 n=1
Preuve du Theoreme A : Posons :
n n
=) an, Sy =) A
k=1 k=1
) . I L r _

Il faut montrer que : nlglgo S, = nh%rréo sn, ¢ ad que: nlglgo (sp—sn) =0
Posons :

Ay ={1,2,3,...,n}

Bu — {0(1),0(2),.0(n)}
On a donc :sp = >, a

keA,=
SEIDIREES S DI D LT D DD 3
kecA,= keBn= kecA,= kEBn\(AnﬂBn): kEAn\(BnﬂAn):
=|S,-Sn| <
< X lagl
keAL,AB =
Si N est donné, alors Vn suffisament quand on a {1,2,..N} C Ay N By et donc
o0
sy [SISh-Sn i< X Jal< X [agl
keA, ABp= k=N~+1
o0
car lim Y |a|=0,0na:
N—oo k=N-+1

lim |s)-sy|=0 O
n—00

Preuve du Theoreme B (indication)
On a : ) ay qui converge; mais : | ay | diverge

Soient : by,bo,bs,...lesay >0
c1,€2,c3... les ap <0

an:oo; ch:—oo

Pour construire og (s € R) O

On a donc : limby = 0; limcy, =0 et :

10
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1.6 Produit de séries et I’exponentielle complexe :
Nous savons deja que :  (Vx € C) Z X—, converge

(par ez : par le critere du quotient)

&) n
Théoreme : Six € Ralors: » % = exp(x)

)5—2, + }g_z'l );—é + ... =sin(x)
X X X
Lo+t = cos(x)

Preuve : (Taylor Lagrange) t, € [0, 1]

= 1) (0) 1+ (£,%)
f(X):lé) K T T mr "
Si f(x) = exp x
KT D)
i B () =0
x
= Pl = kZO k' - kgo_!

pour sin x et cos z. (exercice) [

Définitions : Si x € C, alors :
s X
e = —
o= 2

proposition : Six € R, alors :

exp(ix) = cos(x) + 1 x sin(x)

i s (ix)" ix  x2 ix3 x4
Preuve : exp(ix)=) - = 14+%5 -5 -5-+%+
n=1 " :
35

(1X,+4,+ JHix- g+ 5 o)
=cos X +ixsin x [

On va montrer : Vx,y € C exp(x)xexp(y) = exp(x+vy)

11
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Définitions :  Supposons que X est un ensemble dénombrable et que on a des nombre
ax € C (Vx €X) (cadx: X — C). Sio: N — X est une bijection Alors on pose :

3 ae = Za

xeX

Supposons que (1) converge absolument

(convergence absolue = > ax ne dépend pas de o)

xeX
0.} 0.0}
Théoreme : Si > ay et > by convergent absolument
n=1 n=1

00
Alors :(Zai)x(ij):Zaixbj (i,j)GNXN
i=1 j=1

o0 o0
Corrolaire : Si ) a, et Y by convergent absolument, et si :

n=1 n=1
n o]
dp = Z(doute sur les borne)ay X by, alors .'Zdn = (Z an) X (Z bn)

k=0 n=1

Preuve : onsait que: > a;x>. by = > a;xb; (i,j)e NxN
on doit choisir un ordre de la somation
O
oo
Exemple : si|x|<1: 1Tlxz >oxM
n=0
Donc :
1 (0.) o0 (0.]
SESE) S>3
n=0 n=0 n=0
dn =3 ap xbx = ZO\XH Kk
=(n+ 1)x"
Proposition : Six,y € C, alors :
exp(x) x exp(y) = exp(x +y)
S8 n

Rappel : exp(z) := > %

n=0

12
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Preuve : (3 %) %)

an = ;ﬂ
bn n—I'l
n—-k k
dn kz_:o ! < T
_ Ig¢ o kyk
n! 4~ (n—k)!k!
k=0
= Sx+y)"
donc :(x) = ZdN = Z —(x+y)"
= exp(x+y) O

Preuve du Théoreme :
— Zaibj Converge absolument,

> labj|< oo (i,j) € N?

On prend cet ordre de la sommation : si le N, alors la 12— ime somme partielle est :
1 1
(> lai [)(X2 | by ) cette somme partielle est :
i=1 i=1

<O la DO Iy
i=1 =1

= la suite des somme partielles (qui est croissante) converge

— (a)(X_bj) = > ab:
i=1  j=1 (i,j)EN2

1 1
on utilise le meme ordre de la sommation, la 12 —ieme somme partielle est : >-ai) (> by)

i=1 =1
o0 oo
lim = ~ b;
=00 (Zal)(z J>
i=1 =1
o0 o0
on a donc trouver une sous suite qui converge vers : (Y a;)()_ bj)(x) la suite des somme
=1 j=1

partielle converge (car ona une serie qui converge meme absolument) = la limite est (*)

13
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Théoreme Euler

= # des premier est co, vu que » n% < 00, alors les premiers sont plus dense dans N que les
carrés)

preuve : lidée :

(1+1+1+ )1+ SRR )1+ PR )
59zt 3t =t

vu que : lim-log(l-x)x =1
x—0

on a ausst Vu que : (x:%)

premier

14
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2 Suite et série de fonctions :

Motivation :  justifier les calcules : | x |< 1
Ly
_~ Ny
1-x
n=0
1 L Ny
)y
(1-x) 1-x =
o o o0
Z(Xn)/ = Zn x x* 1 = Z(n + 1)x" —log(1-t)
n=0 n=1 n=0

t 1 t
——dx = / () x")dx =?
00 ot
= Z/ xdx =
n=0 0

0 tn—|—1 S tn

1
n:0n+ n=1 n

2.1 Convergence unifomre :

Définition : Soit A un ensemble et : f: A —R (ou— C)
n € N, on dit que la suite (fn)n=1 converge ponctuellement vers : f : A — R(ou C)
Si (VaeA) nlLHgO fn(a) = f(n)

Exemple : f,:R—R f,(x) = arctan(nx)

/2 x>0
lim fu(x) =40 x=0
n—00

/2 x<2

Alors fn converge ponctuelement vers f(x)

Cette limite n’est pas continue

Exemple : fn:[0,1] - R
lim fo(x) =0 [ fn(x)dx =1/2

n—o0

1 1
= lim ; fndle/Q#/o (ngngof(x))dx

n—oo

0

15
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Notation : pour f :A— C on pose : ||If|| :== supl|f(a)] La norme de f
acA
Motivation :sif,g: A — C, alors on va voir ||/f — g|| comme "la distance" entre f et g

définition : On dit que une suite de fonction f, : A — C  Converge uniformement vers
f:A—>Csi:

lim [|fn—£|] =0

n—o0

cad:si (Ve > 0)(3ng)(Yn >ng) ||fn—f]| <e
Proposition : Sif, —f uniformement, alors : fn — f ponctuellement

Preuve : Siac A, alors:

[Ifn —£]] = [fn(a) — f(a)]

donc si : lim ||[f, —f|| = 0, alors aussi : lim [fy(a) —f(a)] =0,
H—?OO n—o0
cad : nlgréo fn(a) =f(a) O
exemple : f,(x) = Sin;nx) fo:R—=R
lim fy(x)=0 Vx € R la limite partielle est 0 ona:fy, — 0 ponct
n—oo n—o0

est ce que : f, — 0 uniformement ?

sin(xn)‘ 1 =0

n 1 n—oo

|[fn = 0| = [|fn|| = sup]
x€R
= f;, — 0 uniform

Definition : f, — f unif

(Ve > 0)(3ng)(Va € A) |tn(a) — f(a)] < &

conv ponct :
(Va € A)(Ve > 0)(Ing) |fn(a)—f(a)| <e

Théoreme : -
Soient A C R (ouA C C) et fN:A =R (ouC),n=1,2,3,...

Suppososn que toute fn est continue et que la suite (fn),—100 converge uniformement vers :

f: A — R(ouC), Alors f est continue

Preuve : f est continue en ac A si :
(Ve >0)(36 > 0)(Va' € A) |a'~a| <é=|f'(a) f(a) <¢
fn — f uniforment = V n suffisament grand  |[|fn —f|| < §

o In est continue = :

16
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(36> 0)(Va' € A)(|a' —a| <6 = |fn(a)) - fn(a)] < %

il faut montrer :  sila’ —a| <6 alors :  |f(a’)—f(a)| <e Mais :|f(a') —f(a)| =
|(E(2") ~ fa(a’)) + (fa(a’) ~ fn(a)) + (fn(a) — £(a))]

mégalité triangulaire :

< @) ~fu@@)] +lfn(a’) ~fa(a)]  +En(a) - f(a)]

]
< ¢/3 +¢/3 +e/3=c¢
2.2 Critére de convergence uniforme
Théoreme : - Critére de Cauchy "toute suite de Cauchy converge uniformement")

Soit fiy : A — C une suite de fonction tq :
(Ve > 0)(ANo) (¥n,1 > 1g) [fm — ful| < ()¢

— ("une suite de caucht"). Alors la suite f;,)5 ; converge uniformement
Preuve : convergence ponctuelle :
Si ac A, alors :

fm(a) — fu(a)| < [[fm — fnl|

(Vm,n) Vu que (*) on a que l a suite (f_n(a))>2 | est de Cauchy = fn(a))22 converge
et on pose f(a)= li_}m fn(a); On a donc une fonction f :A— C et f, — f ponct
n—,o0

17
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— f, — { uniformement :
Nous savons que  (3ng)(Vm,n > ng) |/fm — fn|| < &, en particuier :
(Va € A) |fm(a) —fn(a)] < e; nlggo lfm(a) — fn(a)] = |f(a) —fu(a)] < e; On a donc
Va e A,|f(a) —fn(a)| <e; cad ||f—fn||<e

Cela implique que £, — f uniformement O

Définition : -
00 N
Sigy,:A—C ondit que: >, g, converge uniformement; silim > g, converge
n=1 N—oo p=1
uniformement
Propriété : - (inegalité triangulaire pour || ||
Sif,g: A— C alors :
I+ gfl < [I£[] + llgl|
Preuve : -
(Va € A):[f(a) +f(a)| < [f(a)[+|g(a)] < [If][+]lg]|; on prend sup: - [|f+ G| <[[f||+]|g]]
ac
Théoreme : - (critére de Weierstrauss) :

o0 o0
Soit g, : A — C  une suite de fonctions tq : > |lgy|| < oo  Alors : Y g,
n=1 n=1

converge uniformement

Preuve : - N N
Posons :  sp = > g (sn: A — C); tn:= > |lgkll (¢ R); sim > n alors :
k=1 k=1
m m )
Ism=snll =1 X ell< > llgll=tm—tn; =[tm—tal; Par Uhypothése la suite (tn)nZ,
k=n+1 k=n+1
= elle est de Cauchy = la suite (sp)02; est de Cauchy = sn est converge uniformement
O
Exemple : -
_ sin(x) nx 0o .
ga(x) = n? > Sm(;“ x) converge uniform ?
gn :R—>R =1 o
sin(x) 1 X X1 sin(nx)
lenll=xeR =05~ =5 Xllenll= X 5 <005 =X =
n sup n n = = n
converge uniformement
oo .
= f(x):= > SmIE—;X) est une fonction continue

n=1

18
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Corrolaire : -(forme alternative du critere de Weirstrass)
Sig,:A—C etsiby>0sonttq:

o]
(VaeA) |gy(a)|<bn etsi > by <oo,alors:

n=1

E g, converge unformement

Preuve : - ||gy]| <bn=>|lgll < u

2.3 Integration et différentiation

Théoreme : -
Soient fy, : [a,b] — C des fonctions continues (n=1,2,3...) St la suite fn converge uniforme-
ment, alors :

b b
lim fa(x)dx = / lim fj(x)dx
n—oo a a n—oo
Vérifions pour série :  si »_ g, converge uniformement alors :

. -
;ngwx=u£g¥me

Preuve : -
posons f(x) = nlgréo fn(x)
On veut montrer que fab g(x)dx = lim f; fn(x) dx
Ona:
b
[ 60 tatpast < [ 1669 oo
a

< (b—a)-||f—fn]| T 0 (convergence uniforme) = nlgréo f —fa(x)dx =0 O
Exemple : -
Silx| <1 alors :

& 1

an = — Conv est uniforme

1-x

n=0

sum [-q,q], si0<q<1, par weirstrass : [Ix*| =q" et > "= ﬁl converge

St : 0<t<q:
tn—l—l

/ Zx de/ xtdx =) n+1

Jy & = dog(1-t)  =Vte(-1,1):|log(l-t)=

TfMg

t_
n

1

19
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Exemple : -

1Lofu) =009 ¢ R SR limfy =0 (|[f] =1 o 0 mas f(x) =

. / y .
cos(nx) ne converge pas nlggo f,, n'existe pas

2. fp(x) =4/x2+ %; fh: R—R; fn(x) N |x| :=f(x); fnlest pas dérivable

Théoreme : Soit fy[a,b] — C des fonctions de la classe C!  (cad f] est continue). Sup-

pososn que la suite (fn)2°; converge (ponctuellement) et que la suite (f],)>°; converge uni-

formement. Alors lim fy est de la classe C et lim (f/) = ( lim fy)’

n—oo n—oo n—o0
Preuve : Posons f := nl;ngo fn, g = nlirgo f/ Vu que f] sont continue et que ] L 8
uniformement nous savons que g est continue

il faut montrer que g=f’
Soient tg; t1 € [a, b] Alors:ftto1 g(x)dx; = L Jim fl (x)dx; = lim fttol fl (x)dx; =

) Tt nvo n—oo
nlggo (fa(t1) — fn(to))

=f(t1) —f(tg) = fest une fonction primitive de g 1  f'=g O

Théoreme pour les séries : -

[e.°] o0 o0 o0

Sl =(> g, Si; 3" g converge et si, > gl converge uniformement
n=1 n=1 n=1 n=1

Exemple : -

six € (-1,1) alors :

> 1
n_ _ -
nz:%X C1-x

on pose : est ce que :

) =n-x*1

o0
> =) nx"!
n=1

converge uniformement ? Avec Weirestrss : Soit ¢ tq 0 < q < 1
sur [-q,q] ona:

o0
n-x"1 <n.q*! Zn ™ converge
n=1
n
par critere du quotient (lim (I;;}l)f% ;= qnli_>rréo HT"H =q<1 (weirest) S n-x" 1 converge

uniform sur [-q,q]
= (Ox) =S n-x*1  (Vx)€[q,q vraiVxe (-1,1)

1 o0 )

_ n-1 __ n

=Sk E n-x = E (n+ 1)x
n=1 n=0
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2.4 Série entiéres :

Série entiére = série de la forme :

(e.e]
> eyt
n=0
Exemples : -
o0
— Yxt=L Vxtqlx| <1
n=0
o0 n
— 0%‘ = exp(x) Vx
n=
o0 Xn
— S sl x)
n—

Proposition : -

o0
Soit  xp € Ctq Y cn-x{ converge Alors Vx € C  [|x]| < [xo]

n=0
00

la série ) ¢y - X" converge la convergence est uniforme sur le disque

n=0

Dq:={xeC| [x|<q}

pour tout q tq q< |xg|

Preuve : -
> Cn - X[ converge = nhﬁrgO cnxg =0 =3dC >0 tq
Si fx| < [xol, alors [Cy - x| = [Ca - x| | < (1O |Z

00 = (par%) > |Cpx"| < 0o cad ) cpx™

converge absolument par la convergence uniforme :
on utilise Weirerstrass :

||Cn ’ Xn”suqu

Si iy cn -X(I]l converge  converge uniformement sur Dq si g < (x0)

Théoreme : -
Si cg,c1,¢9,... € C alors R € [0,00] tq :

X ) converge absolument si|x| <R
> cnx
n=0

diverge silx| >R

21
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Preuve : - on pose R= sup{x € C|> cp -x" converge} et on utilise la prop précédente
diverge
R oo
O anesatpss 1 €St le rayon de la convergence de la serie ) cp - x"
n=0
converge
Théoreme : -

1
Jim  sup /|Ch

(2) R- lim | ‘n |si cette limite existe

Preuve : (1) critere de la racine :
converge i lgn sup y/|Cpx™ < 1
n—,o0

pososn ap =cp-x"  par » ay = > cpX"
diverge st > 1

Mais lim sup+/|Cp - x2| = |x| lim sup+/|C Et donc : si |[x| < ——L~ —_a série converge
n—00 p | n | | |n—>oo P | n| ‘ | limsupn ’Cn‘ J
et si [x| > limlsup — diverge

(2) Avec critére du quotient :

[Cn1 - Xn+1‘
si lim ———— <1 alors: cnx converge
n—60 |Cy - x1| Z n )
si > 1 alors diverge
On a donc :
x| -lim]C‘é—iH < 1= converge
> 1 = diverge
s CN \:‘
cad |x| < hm’CnJrl converge
> = diverge
Exemple : -
§n2xn' cn =n? R=lim|-%| = lim B
=0 ’ n Cn+1 n—oo (n+1)?

A partir de Maintenant : x € R

o
Théoreme : - Sile rayon de la convergence de _ cp - x™ est R alors le rayon de la conver-

=0
o0 o0 " o0
gence de S cp-n-x"estaussi R et (3 enx®) = Sep-n-x™1 vx € (-R,R)
n=1 n=0 n=1

22
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La fonction f:((RR) = € f(x) = > cnx® ot C ot Cp = Ll0)
a fonction f :(-R,R) — (x) :== Zocnx e et Cp = —7~
n=
Preuve : - Le rayon R’ de la convergence de > ¢y -n - x" 1 est le meme que pour :

X - E cn - ox™ = g Cp-n-x"

et donc :
R 1 B 1
: n Y : n R E n/o o __
i35, sup V1Cn % lig, sup ¥[Cnl - fimg, V=1
L =R; cadR=R; (Rappel) Y (gl) = > gn) si> (g,) converge uniformement

lim sup 3/ |Cn| B

et si 2y gnconverge  On pose gy (x) = cn-x" g (x) =ncy - x* 1 Choissons q tq 0< q < R
= Y glet > g, convrge uniformement surl—q, q
= Yen=(Cen) surl-q,q(Va <R)

= Zgil = (Z gn)/SUT(*R, R)

On a donc : Vx € (-R,R):
oo oo
(ch xM) = ch next!
n=0 n=1

o0
=Y cpt1 - (m+1)-x < une serie entire avec le me R
n=0

(o] (0]
= (X i+ 1)x")5 = Y eppo-(n+1)-x"n+2
n=0 n=0

Rappel

chxn(*) JR € [0, o0]
n=0

tq (*) converge si |x| < R diverge si |[x| > R Sur (-R,R) on peut différentier et integrer (*)
terme par terme :

o oo [o.9]

chxn)/ = Z(cnxn)/ = ch n-xtl

n=0 n=0 n=1
Exemple : -

n n n-1
exp(x) = X R=o (%) = ()1;1)!’ = (exp(x)) = exp(x) A € C exp(Ax) =
n—=

O yn_n n_n n n-1 n-1 _n-1 X yn _n oS n—-1 _n-1
LA G =@y =2t (240 = Xy

23



Louis Pelloud page 24 Analyse

= X\ -exp(Ax) = (exp(N))’

o0
%: S x", R=1 te(-R,R)=(1,1)

“log(1-1t) / Zx dx—Z/ x™ dx

o0 n
= YL =-log(1-t) Vte(-1,1)
n=1

Remarque : - pour t = -1 on n’a rien démontrer mais :
00 71)11
Z converge, en fait : = —log2 Par Leibniz mais il faut monter :
n=1 n
. 1+1X2 =1-2+x* < +x8.. (q=-x2) converge ssi x| <1=R=1
Vte (-1,1):

tan(t) /t &L
arctan = — s =1 — — = ...
0 1—|—X2 3 5

La série (+) converge aussi pour t=1 (et t=-1) :

1
1-=

+1111
3 5

- +—-- 11 + ... par leibniz

en fait —arctan(1) = 7 mais il faut le montrer car 1¢ (-1,1)

Théoreme (Abel) : - Suppososn que :

*)chxn converge pour :x =xg € R

Alors la convergence de (*) est uniforme sur [0,x¢](sixg > 0) ou sur [xg, 0] si xg < 0
- En particulier la fonction (*) est continue sur |0, xg| (ou sur [xq, 0] si xg < 0) et donc :

o0 oo
2w = Jlig > cax”
n=0 n=0

Exemple : -

X on
S X~ og1-x) (Vxl < 1)
n=1
o0 (71)n abel .. o] Xn .
SY =" lim 30 = lim —log(1-x) = -log(2)
=0 x—-15—1 —-1
1:1-1 411 =1 t 1*—
parei 3+s-—7+. = mn arctarn
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Preuve du Théoreme : - on peut supposer que xg = 1 car :

e.¢] o.¢] X

§ n _ E ne/ " \n
CnX — CnXO(X )

n=0 n=0

e si xg = 1 on peut supposer que :
oo oo

ch =0 (pour cela on remplace cy par *ZCH

n=1
l’idée de la prewve : sommation par parties, on pose :
n
SN = ch (ets_1:=0)
k=0
donc :cyp =sp—sp-1; lim sp:=0
n—o0
n n n-1
Ona: Y oxf= =3 (sp s 1)x% =sax®+ 3 s - (xK - xkH
vue que S, — ,ona:
n—oo
spx" — 0 unifsur[0,1] car||spx™|| = [[sn]] = 0
n
Donc il faut montrer que :  lim > s (xX — <Kt est uniforme sur [0,1]
n—0c0 1\
n
que 3 sy - (x - xk )
k=0
A Monter : -

Zsk XK. (1-x) e Zsk XK (1-x) = fn(x)

unif sur [0,1] en utilisant que lim s =0
k—ro0

[e.°]

-il faut montrer que  lim ||f — fy|| = 0 [f(x) ~ fu(x)| =| 3 spxK(1-x)|
n—00 K 1
x k x k n+1

x| S skl <liox swp sl > 5 = (1-x) sup fsl -

k=n+1 k>n+1 k=n+1 k>n+1
=x"1 sup fsi| < sup syl

k>n+1 k>n+1
Donc : Vx €[0,1] on a:
[£(x) ~fa(x)[ < sup s cadl[f —fnl| < sup syl
k>n+1 k>n+1

finalement :

Jim kilrllglISkl— lim sup[sy| = lim [sn|=0=[[f~ful[ — 0 [
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2.5 Série de Taylor

o0
Rappel : Si R est la rayon de convergence de (x) := Y cpx™, alors f est Coosur(-R, R)etcy, =

n=1
f(n)(o)
n!
Définitions : - Soit f: (-a,a) — R(ou — C/ une fontion C*° Alors la serfie de Taylor est
la serie entiere : %0 1(n)
£7(0)
() x"
n=1

Question : est ce que (*) converge vers {7 pour quel x€ (—a,a)?
contre exemple :
e Jf : R — R C tq sa serie de Taylor ne converge que pour x=0 (cad le rayon de la
convergence est 0)

X —% ix#0
.f<x>:{§p<x> 0

= la serie de Taylor est 0 # f(x) pour le comprendre Analyse complexe

f:R— R est C et fM(0) =0 Vn exercice

Exemple positif : -
1 o0 o0

== 2_X" exp(x) = 3 77
n=

Résumer de la partie 2 : -
— Savoir faire : démontrer si une suite ou série de fonction converge unif ou pas

— Méthode :
e de la définition
e critere de Weirstrass

— A quoi ca sert ? :

e montrer que lim fy, est continue
n—00

o (limfy)" = limf!, [P limfy(x)dx = lim [ f5(x)dx
Cas particulier : serie entiere

e rayon de la convergence

e on peut echanger ) avec la dérivé ou avec l'integrale

26
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3 Espace Métriques

Motivation :
e Préparation pour les fonctions a plusieur variable
e comprendre mieux la convergence uniforme
e "une grande généralisation"

3.1 Meétriques et normes

Définition Si X est un ensemble, alors une métrique sur X est une fonction d : X x X —
[0,00) telle que Vx,y,z € X

— d(x,y) =0 <= x=y

— d(x,y) =d(y,x)

o d(X7 Z) < d(Xa Y) + d(Yv Z)

Un espace metrique est un ensemble avec une métrique.

Exemples
— si (X, d) est un espce métrique, et si Y C X, alors (Y,d|yyy) est aussi un espace
métrique.
— X =R, d(x,y) =|x-y| Vx,y€eR
— X=C, d(x,y) =[xyl
— X=R% d(xy) =(x-y) (x—vy)

Définition Soit V un espace vectoriel réel (ou complexe). Une norme sur V est une fonction
||l : V—[0,00) telle que Vu,v € V. VA€ R ou C

— v =0 <= v=0
— Al = 1AL [V
— Ju vl <l + [Iv]

Exemples V =R", |v|]|=+Vv-V

Proposition Si || - || est une norme sur V alors d(u,v) = |ju—v|| est une métrique sur V.
Demonstration : -
d(u,v) =Ju-v[|=0 <= u-v=0 <= u=v

d(u,v) = |[lv-ull = [C)(u-v)[ = [u-v] =d(u,v)
d(u,w) =lu-wl=I(u-v)+F-wI <|u-v[+[v-wl]=dwv)+duw) O

Terminologie Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé une espace norme.
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Exemples
— V=R" v=(vi,...,vpn)

Voo = max_[vi

=1,...,

n
vl =" vl
i1

n
V]2 := Vv -v= Zvl2
i=1

— Si A est un ensemble, V.= B(A) : {f : A — CouR | f est bornée }
Sif eV, on pose:
[f[loc = sup |£(a)]
acA
— a<beR, V:=C(a,b])

[floc = max [f(x)]

x€[a,b]
b
Il = / £ dx
a

b
Il = / E()? dx
a

28
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3.2 Fonctions continues

Définition Soient (X,dyx) et (Y,dy) des espaces métrique.
Une application f : X — Y est continue en xg € X si et seulement si

Ve >0,36>0,VxeX dx(x,x9) <d=dy(f(x),f(xg)) <e

Définition Si (X, d) est un espace métrique, xg € X, R € (0, 00), alors la boule ouverte de
rayon R centrée en xq est

Bx(x0,R) := {x € X | d(x,x9) < R}

Exemples
— X=R, xp€R
Br(x0,R) = (x0 ~R,x0 + R)

— X =R2
B (x0, R) =
On a donc f : X — Y est continue en xg € X si et seulement si :

Ve>0,36 >0 f(Bx(x0,0)) C By(f(xg),e)

Théoréme Sif:X — Y est continue et si g : Y — Z est continue, alors gof : X — 7 est
aussi continue.

Demonstration : -
Soit xg € X, on pose yq := f(xq), zg := g(yg). Par I'hypothése : g est continue, donc :

Ve >0,36 >0 g(Byl(yo,d)) C Bzl(zo,¢)
Mais f est aussi continue, donc :
30" >0 f(Bx(x0,0")) C Bz(yo,9)

Donc :
g(f(Bx(x0,6"))) € Byz(zo,¢) = g o fest continue

Proposition : -
Sif,g: X — R sont continues alros f + g, fg : X — R sont continues.
Demonstration : -

Voir semestre 1.

Définition : -
Une fonction f : X — Y est Lipschitzienne si 3C > 0 tel que Vx,x’ € X on a

dy (f(x),£(x)) < Cdx(x,x)

Proposition : -
Si f est Lipschitzienne, alors elle est continue.
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Demonstration : -
On peut poser § = &.

Remarque SiV, W sont des espaces normés et f : V = W est linéaire, alors f est Lipschit-
zienne si et seulement si

3C > Otel quevv € V IE(v)lw < Cl|v||
Demonstration : -

Vvi,ve €V dw(f(v), f(ve)) = [E(vi) £ (v2)llw = [[f(vi—vo)llw < Cllvi—vallv ~ vi=vi—va

text

Exemples : -

— Demonstration :
R" —R (1<i<n)
Pi: <1<n
Ul (x1, e Xn) X
n
p; est linéaire et ||p1(x)|| = |xi| < [|x]| = ZXJ?, c’est a dire p; est lipschitzienne avec

=1
C =1 = p; est continue.
— (Si on utilise la prop f + g, f - g) Tout polyndéme est une fonciton continue R" — R
R3 - R
Par exemple : f: 9
(x1,x2,X3) — 3x1x2 + X3

R3 SR

— (On peut composer des fonctions continues), par exemple : f: {

2
(x1,%X2,%X3) = sin(xlx% + eX1+X2)

— X =C([a,b]) avec || - [|co
X >R

f r—>/abf(x)dx

I est une fonction linéaire et elle est lipschitzienne :

/a ’ £(x) dx

Quelle norme a utiliser sur R™ ? (Spoiler : peut importe)

b
|L(f)| = < /a If(x)|dx < (b-a)- max_|f(x)| = (b-a)-||f||cc = Iest continue(C = b-a)

x€la,b

Définition Deux normes || - et || - ||’ sur V sont equivalentes si
3C1,Cy > Otels quevVv € V ||v|| < Cqjv|et||v]] < Col|v]|

idy: (V,I[-1) = (V.I[-1")

ie. : |l et || - || sont équivalents si et seulement si : .
-1 et -1 idy: (V.-1) = (VD)

sont lipschitziennes.
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Proposition Des normes équivalentes donnent les memes notions de la continuité, c’est a

dire : Si || - || et || - || sur V sont équivalents; si X est un espace métrique, et si f : X — V
et g: V — X sont des foncitons, alors f est continue. X — (V]| - ||) si et seulement si f est
continue X — (V, || - ||"). La méme chose pour g

Demonstration : -

id t.
x I eont. (V, - 1) v on (V, ]l -]I") et la composition de fonction continues est continues.

Plus tard on v montrer : Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
Proposition Les normes || - |1, || - |l2, || - [|oo sur R™ sont équivalentes.

Demonstration : -
SixeR" x=(x1,...,Xn)

1
2
Il =l lxllz = (3xF) lixlleo = max

[%]loo < ||x[[1évident
Ix]|oo < ||x||2évident

Il < nl[xloo

Ixll2 < vnllxleo

3.3 Limite de suite :
Définition : - Si (X,d) est un espace métrique, si (xp)peq est une suite d’éléments de

X, et si xe X alors on dit que lim x, =x ssi: lim d(xp,x) =0
n—oo n—oo

Exemples : -

— X=R d(xy) = |[x—y] la définition classique de la limite
— A un ensemble, X=B(A) = {f : A — R| f est borné } d donné par || - ||coc  (||f||oc
= Slelg\f(a)\) Sif, e B(A) (n=1,2,3,...),f € B(A), alors nlglgo fp =1 ssi nlgrolo |-

falloe =0
Proposition : - Soient X,Y des espace métrique et f :X— Y une application.

Alors f est continue en x € X ssi Vsuite(xy)02 | dans X tq  lim x5 =xonaj:
n—oo

lim f(x,) = f(x)

n—oo

Preuve : - voir semestre 1 O
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Exemples : -

— X= C(Ja,b]) avec || ]|loo , Y=R on a que :
b
I:X—=>R If) = / f(x) dx est continue = sify — fdans X,
a

cad si ty, — f uni, alors : lim I(f,) = I(f)
n—oo
Rappel : - ||| et ||| sur V sont equivalent si :

3C1,C2 >0 tq V[ < Cillvl]" et |lv]]" < Calv]]

Proposition : -

Si ||| et || ] sur V sont equivalent et si x; est une suite dans V, alors le Xp = X par
n—,00
rapport a || - || ssi :
. . TRl
nlgréo Xp =X par rapport a :|| - ||
Preuve : -
< lim |jxp—x||=0
n—oo
0 (par la def d’equivalence)
& lim |[xp—x|| =0 O
n—00

Rappel : - les norme :
— 2y I s 1 oo Sur R sont equivalentes
Proposition : - Soit (x,)2%; une suite dans R,
Xn = (Xn1,Xn2, -+ Xnk) (Xni € R) Alors : nl;ngo xp = a € R¥
(a = (ay,a9,...,a))) ssi

lim x,;=a; (Vi=1,2,3,....,k)

n—00
preuve : - Utilisons la norme || - ||;

k
(llafl1 == i;]ai!).on a donc : lim xn =a

n—oo

k
ssi lim ||xp—all;1 =0 ssi)|xpi—a; =0
i=1
ssi VIHIEEO |xpi—ai] =0 O
Proposition : - Soit X un esp métrique et f :X— RK une fonction :

Autrement di : on a k fonction :  f1,.. f :x = R(f(x) = f1(x),...,fx(x)) VxeX

Alors f est continue ssi fj est continue  (Vi=1,...,k)

32



Louis Pelloud page 33

Analyse

Preuve : - fest continue ssi lim f(x,) = f( lim xy)
n—oo n—oo

(pour toute suite (xn)02 ; convergente dans X)

nlgrolo f(xn) = f(x) (x:= nlgrolo Xn)

ssi nh%n;O fi(xn) = fi(x) (par la propriete precedente)

ssi  le fi sont continue : [

3.4 Sous-ensemble ouvert et fermés :

Rappel : la boule ouverte :
Bx(x,R) :={y € X|d(x,y) < R}

X esp métrique x€ X,R>0

Définition : - Soit X un espace métrique. Alors :

Un sous - ensemble U C X est ouvert si :
VxeU Je>0 Bx(x,e) C U

On dit que : U C X est ferme si X,U, C X est ouvert

Exemple : - X=R? T (un triangle) C R? TcC R? n’est pas ouvert

T C R? est fermé :

* X =R

xx € (a,b) C R est ouvert pas ferme
x[a,b] C R ferme pas ouvert
x(—00,a] CR

x(a, 00) est ouvert pas ferme
*(—00,00) =R C R ouvert et ferme

*R\R = () C R est ouvert et femrme

x(a,b] C R ni ouvert ni ferme

Prosposition : -Sixe XR >0

alors B(x,R) C X est un sous ensemble ouvert :
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Preuve : -

R-d(X,X')

Six" € B(x,R) alors d(x,x') < R

Montrons que B(x/,R —d(x,x)) € B(x,R) :
y € B(x,R—-d(x,x)) ssi d(y,x) < R—d(x,x).

il faut montrer que : d(x,y) < R
Ona:d(x,y) <d(x,x) +d(x,y)
<d(x,x)+R-d(x,x') =R O

Theoreme : - F : X— Y est continue ssi :

YU C Y owvert le péimage £ 1(U) C X est ouvert

Notation : -
f1(U) := {x e X|f(x) € U}
Preuve : - f est continue en x € X
ssi(Ve > 0)(39 > 0) {(Bx(x,0)) C By(f(x),¢)
Bx(x,0) € f 1(By(f(x),¢))
=: supposons que f est continue  SoitU CY un sous ensemble ouvert.

1l faut montrer que £1(U) C X est ouvert cad :
vxef1(U) 36>0 tq Bx(x,d)
Mais: U CY est ouvert
= Jde>0 tq By(f(x),e)CcU

car f est continue , 36 >0 tq
Bx € (,6) € £ LBy (f(x), ) C £ 1(U)

= supposons VU C Y ouvert

£ (U) € X est ouvert. Faut montrer que f est continue :
Six e Xy :=f(x) CY Sie>0
alorsBy (y,e) := U est ouvert

Donc f 1(Byly,e)) € X est ouvert (carf(x) = y) donc :
36>0 tq Bx(x,0) Cf!(By(y.e))

Donc f est continue
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Corollaire : -f: X — Y est continue ssi VS C Y ferme :
£1(S) € X est ferme

Preuve : -
Y, s)=xf1(s) O
Exemple : -
f:R3 >R
f(x1,x2,x3) = exp(x, sin(xg) + X1 - X3) est continue
(0,00) =UCR Alors {1 est ouvert c R {(x1;x2,x3)|f(x1,x92,x3) > 0}ouvert
> ferme

e RZ5R f(x,y) =xy:

Théoreme : - Soit x un esp métrique :

Uq € X Des sous ensemble ouvert :
a €A (A un sous ensemble, peut etre infini) Alors :

U C X est ouvert
acA

SiUq,...,Uy € X sont ouverts, alors :
UiNn,...,NU, est ouvert

Preuve : -Sixe |J Ug, cadsi:
acA

I8 € Atq x € Ug, alors :

3e >0 tq B(x,e) CugC UUa
acA

= [JUq est ouvert

a
Six € UiN,...,NUy, :
Vi=1,2,3,..,n Jg >0 tq B(x,g) CUj

on pose €= min g
i=1,..,3

Alors B(x,e) Cc U (Vi)

n
donc B(x,e)c NU; O
i=1
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Corollaire : -Si S, € Xa € A sont ferme, alors :
() Sa est ferme
acA

SiSy,...,Sn sont ferme alors :S1 U ...,USy est ferme

Preuve : -
X\ ﬂ Sa = U(X\\Sg/>
Q‘i/ o ferme
ferme ouvert
n n
X\USi= [X\s)
i=1 i=1
ouvert
Exemple : -

{(x,y) € R%[x1x0 > 1 x1 +x9 < 2,%x1 > 0}. est ouvert
{(x,y) € RQ\X1X2 >1 x1+x9<2,x1>0}. est ferme

L’intersection de 3 sous ensemble ouvert / ferme

Theoreme : - Soit X un espace métrique Alors un sous ensemble SC X est ferme ssi pour
toute suite

(sn)p2q sn €S tq nlggo sp:=x € X existe,ona:x €S

Exemple : -
(0,1 cR
Sp = % € (0,1] lim % =0¢ (0,1] (0,1] n’est pas ferme

n—oo

Preuve du Theoreme : -

o Sixe X alors existe suite (sn)o>; sn €S, tq lim s, =x ssi
- n—oo

Ve > 0)B(x,e) NS # ()

Preuve : -Silim S, =x alors lim d(Sy,x) =0,

Ve >0) dng Vn>ng d(Sn,x) <e sp€B(x,e)NS
= B(x,e) NS # 0

Si B(X,%) NS # (0 , choississons Sy, € B(x, %) NS

et on a lim sp =x
n—00

I1 faut montrer : S est ferme ssi Vx € X : x satisfait (%)

ssi x€ S Mais : S est ferme ssi X\S est ouvert

ssi Vx¢8S) Je>0B(x,e)NS=0
(x € X\S) (B(x,e) C X\S)
ssi (x satisfait (x) & xeS) O
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Exemple : - X = B(A) = les fonctions A— R avec || - ||oc  (sup [f(a)] = ||f]|oc0)
acA

A =lc,d]
S =C([c,d]) C B([c,d])

Sifh, €8S, etsi:

o0

ooy converge dans X ssi elle converge unif

une suite (fy)

limf,, € X existe, alors lim f, € S
(La limite de la fonction uni d’une suite de fonction continue
est une fonction continue)

= S C X est ferme

1

757

Exemple : - U, :=(-2,1) C R est un sous ensemble ouvert :

(o.9]
1
ﬂ U, = %’1(7—, 1) =1[0,1) CR nlest pas ouvert
n=1" n
n=1

3.5 Espaces Compacts

Rappel : -Si (x4)5%; (xn € R) est une suite borne, alors 3. sous suite convergente = si
f :[a,b]— R est cont, alors f atteint son maximum et son min

Définitioon : - un espace métrique X est compact si V suite x, € x 3 sous suite qui
converge

Exemple : - X=Ja,b]

Théoreme : - Si X est compact et f :X— R continue, alors f atteint son max et son min
Preuve : - 3. suitex, € X:
tq lim f(xn) = )S(g@(f(X) (€ (~00,00))

Soit y, € X. une sous suite convergente de (xp)5° =1

On a donc :
Jim f(xn) = lim f(yy) = £( lim yy) -
sup(f)
f(y) = sup f(x), donc f atteitn son max en y pour min pareil
xeX
Theoreme : - Un sous ensemble S C R¥ est un espace compact ssi SC RK est ferme et
borné :

(borne : 3R >0, tq S C B(o,R))
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Preuve :
<=

suppososn que S C RX est borne et ferme Soit xn € Sn = 1,2, 3...une suite :

Xn = (Xn17Xn27Xn37 "'7Xnk) (Xni € R)

S est borné =: |xp1| <R Vn,cad  La suite(xy1)o2 est borne

Exemple :

Soit y,, une sous suite dexy tq (y1y)pe converge Soitzy une suite de yN tq la suite :
Zn2 converge on trouve une suite  wpdexptq:

(Wni)o2; converge  (Vi=1,...,k), cadwy converge dans RK
Mais S est ferme et wy, € S,

donc lim wp €S (=:exo) O
n—oo

S={(x,y) € /R2xy >1 &x>+y><4}

Sc R2 est ferme et borne = S est compact :

Exemple :

Sif : S = R, f(x,y) = sin(x +e¥) + cos(xy) : [ est continu

n-gone avec P (n=>5)
avec 'aire maximale si P est max alors
les coté ont la meme longueur

cad P est regulier :

dP  avec laire mazximale

P est donné par les sommet € s! c R2
on a l'ensemble :  (SH? ¢ (R2)" = R2"
ferme et borne = compact l'aire est une fonction continue = max existe

Rappel :

— Si X est compact et f :X — R est continue alors 3 max et min de f
— Si SC R™ est ferme et borne alors S est compact

Theoreme :

Preuve :

- Toute les normes sur R™ sont équivalentes

- Si N :R™ — R est une norme, on va montrer que N est equivalent a || - ||

(vlls =D _lvil)
i=1

n
— V:ZViei, e, ... la base de R"
i=1
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v) < éN(vel Z|VI|N ej) < <1max N(e1)> vl

L’autre inégalité :  Montrons que N :R™ — R est continue :

Siu,veR:
IN(u) - N(@)| < N(u-v) <Cp - |[u-vl)i

cad N : R* — R est lipschitzienne, donc continue :
Posons S := {v € R"|||v|]|; = 1} S est ferme et borne = S est compact

= Jvg € S tq N(vg) est minimal cad :
Vv eS, N(v) > N(vg)

Car ||vgll;1 = 1,. on siat que vg # 0 donc N(vg) > 0

Siw e R", w# 0 alors € S et donc N(=— > N(vq), donc :

IKZIR ||
‘N(w) O

[Iwllx
[Iwll1 <

1
N(vo)

3.6 Espace complets

Définition : - Si X est un espace métrique et si (xn)o° ; est une suite dans X alors (x5)9°
est de Cauchy si :
(Ve > 0)(3ng)(Vk,1 > ng) d(xy,xe) < ¢

Exercice : - si une suite converge alors elle est de Cauchy

Définition : - X est complet si toute suite de Cauchy dans X converge

Proposition : - Si X est complet et si S C X est ferme, alors S est complet

Preuve : - Si (5,)52, est une suite de Cauchy dans S, alors cette suiite converge dans X

(car X est complet) Car SC X est ferme, on a que 1i_>m snesS O
n—00

Exemple : -
e R

e RK [preuve : si (vn)o2 ; est une suite de Cauchy dan sRK, alors les suites dans R (Vpi)oe (i=1,....k)
sont de Cauchy, donc elles convergent et donc la suite (v,)22 ; converge |
e Si X est compact alots il est complet (eco)

e Si A est une ensemble :
B(A) = {f : A — R|f est borne} avec la norme || - ||oo

B(A) est complet (le critere de Cauchy)
— C(Ja,b])C B(]a, b]) est un sous ensemble ferme = C([a,b]) est complet
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4 Equation differentielle ordinaire

4.1 Introduction :

La vitesse du chien :

(v, 0) = (x(t),y(t)) _ (dX(t)>
V(v —x(t)? +y(t)? dt

Si (x(0),y(0)) (position vertical) est connue, il faut trouver les fonction x(t),y(t)

Py 4y
T Y

Le probleme : si y(0) et y’(0) sont connu trouver la solutions y(t)

Définitions : - Soit f :R*! — R™ une fonction continue

Alors I'équations  y’(t) = f(t,y(t)) pour une fonction y :R — R™ est une equation diff ord
(EDO) (d’ordre 1)

Dans les composantes : si y(t) = (y1(t),...,yn(t)) vi: R —= R et si f=(fy,...,fy) alors, () est
yi(t) = fi(t,y1(t), y2(t), ...,yn(t)) (Vi=1,2,...,n)

Probleme de la valeur initiale : - trouver fonction y :R — R si y(tg) € R™ est donné

Theoreme : -

(Ve e R™)(Vtg € R)(Fe > 0) Ty : (tg—¢&,t90+e) = R"

tq y(to) = c et y'(t)=f(t,y(t)) (Vt € (tpe,to +€)) si f est localement lipschitzienne, alors y
est unique

Preuve : - Analyse 2
L’idée de la preuve :
construire une solution aproximative y,

Pour h> 0 (trés petit :)
Yn(to) := ¢ yn(to+h) = yn(to) +h-f(to,yn(to)) yn(to+ (n+1)h) = yy(to +nh)+ hf(to +
nh, y,(tp + nh)) et on prend l'interpretation linéaire

Il faut montrer : dans la suite (y%)go: 13 une sous suite convergente et que sa limite est me

solution de y’(t) = f(t,y(t)) O
Remarque : - Une EDO d’ordre k est :

d¥y (t)
dtk

dy dy
9y dt?"'? dtk71

= f(t,y(t)

Le probleme initial : trouver y(t),y’(to), ...y (tg) sont donnés
On peut transformer cette EDO d’ordre k en EDO d’ordre 1 :

d
On pose Y=(y1, Pt Ps s P 1) et o (£) = py ()
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L) = pa(t)

dY (t
dilzﬂ (t) = pr_1(t) On a donc trouver une EDO : % =F(t,Y(t))
dpy_1

dt :f(tv}"(t)vpl""’pkfl(t))

4.2 Methode de solution
4.2.1 4.2.1 EDO autonomes :

Definition : -

Définition : -
Les EDOs autonomes sont les EDO de la forme y’(t) = f(y(t)), ot f : R® — R" est une
fonction continue donnée.

Solution pour lecasn=1: -

v(t) 2 £(y(6))Si £ £ 0

y'(©) _
f(y(t)) . Donc (x) est H(y(t))" = 1, c’est
Puis si H est une fonction primitive de %H’ = ¢, alors
/
y'(t) /
= H(y(t))
f(y(t))

a dire : H(y(t)) =t—c et donc y(t) = H" 1( —

dy -
T /f /dt—t C

Siyg € R est tel que f(yg) = 0 alors la fonction constante y(t) = y( et une solution.

Exemple : -

dy
f(Y):1+y2:>E_

— / dt = arctan(y) =t - c¢ = y(t) = tan(t - ¢)

y(t) est définie sur (c— §,c+ 5)

[ = fa=rcaso- (tch

Poury=0onaf=0 (f(0) = 0) = y(t) = 0 est aussi une solution. La solution générale :

Proposition Si a € C alors les solutions y : R — C de y' = ay sont y(t) = ce®’, cecC
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démonstration : -
Posons z(t) := y(t)e @, c’est a dire y(t) = z(t)e®". On a :

/
y'(t) = <Z(t)eat) = (' + az) e = aze™
C’est a dire z’ = 0 = z est constante.

4.2.2 Séparation de variables

EDO de la forme y’(t) = f(y(t)) - g(t) pour f,g : R — R données.
Solution
Et donc on trouve y(t)

1,2
Exemple : —y’:twaci,—y = [t dt ~ logly| = %t2+cwy:ie§t - e, cest a dire

1.2
y(t) = ¢-e2" pour ¢ € R arbitraire.

4.2.3 EDO linéaires d’ordre 1

Si a,b : R — R sont données, on cherche les solutions de y'(t) = a(t)y(t) + b(t) pour
y:R—>R

Si b =0, 'EDO est séparable :
¥ = a(t)y(t) = / % _ / a(t) dt = y(t) = exp(A(t))on A'(t) = a(t)

est une solution. La solution générale est y(t) = c - exp(A(t)), avec ¢ € R.

Sib#0:

On pose

C’est & dire

C’est a dire
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Exemple : -

vt =ty+t Al =%

4.2.4 Les EDO homogénes et la méthode d’une symétrie
EDO hom : y =f (%)

On pose z(t) = @, c’est a dire y(t) = z(t) - t.

d d d
v = (z(t)ht) =2t +z2=1(2) = td—i = {(z) — zest séparable = / f(z)izfz = / TZ

Exemple : -

dy Yot

di, Ty

toz +74 =F+z?

/z dz — [dt

1

§z2 =log|t| + ¢

z(t) =/2log|t| +¢

y(t) =t-4/2log|t| +c¢

: st dy v ooy
? P ,

Méthode d’une symétrie une EDO autonome It f(y) a une symétrie b o t4c

d
Si on a une EDO avec une autre symétrie : par exemple une EDO homogéne Yy (X)

dt t
.y = ¢y
1 trie : *
asymétrie : o }( )
: . —
On cherche des nouvelles variables y,t ~ z,s pour que (%) devienne z N g-l— A\ Une EDO
autonome.
On prend : -

z:% s=log(t) y=¢z t=¢€"

) dy d(e’z) €e%zds+e*dz dz
effectivement— = = = — +z="1{(2)
dt de; eS ds ds
B)=i() -z 2=
Exemple @—t—ky—z dz _ (z)
P 4 =" 7@ T ®
y —

t étrie. .
¢ ot oot unesymétrie (exo0.)
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4.2.5 Réduction d’ordre

Si y'(t) = f(y(t)) (), f : R"™ — Ry : R" — R" est une EDO autonome : on peut
remplacer (x) par une EDO non-autonome dans R* !

L’idée : on cherche d’abord y; (i = 2,...,n) comme des fonctions de y; (la réduction).
dy; .
d—tl =fi(y1,v2,---,¥n) (i=1,...,yn)

Aprés on va trouver y1(t) (i=2,...,n) 1
% _ fi(Y17"'7yn) (1 — 2’ L 7n)

dyl fl(yl""?YH)

Exemple : -
dyy

_ d =/ d
1t Yo /YZ Y92 y1dyi

dyy y%%—y%:cs‘c:RQ
dt y1

1 yo = /R*~y?

dys  y1 d

=2 - Yi_ o [a2 2
dy ¥2 de V2~ R* -1

y1 = Rsin(t —c¢) & yo = Rcos(t —c¢)

4.2.6 Reduction d’ordre :
Siy/(t) = f(y(t)
f: R - R2

EDO autonome : On peut remplacer (*) par une EDO non-autonaome dans R

on cherche d’abord :- y;(i=2,...,n) comme des fonctions de y; (la reduction)
Apres on va trouver aussi : y;i(t) (i=2,...,n)

dy;
T = fibnyzeyn)
I (i=1,..,n)
% — fi(yr17"-7Yr1) i=2 n)
dyl fn(Yl?"'vYﬂ)_’,L/

n—1

4.3 EDO linéaire a coeficiant constant

Si ag, ay,...,an—1 € C on cherche les solutions :y : R — C de :

v +a,y0 D 4t ary’ +agy =0
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observation : - L:C*(R) — C°(R) est une aplication linéaire cad :

Egly)* jﬁ;y Withys gy vy e C®®),VaeC
Proposition : - Les solutions y de Ly=0 forment un sous-espace vectoriel de C*°(RR)
Preuve : -

— Si Ly=0, alors ye C*°(R) :

y est n fois différentiable :
y® =—an 1y V- —agy

On repete cet arqgument :

y Ot = —a 1y — - agy’

etc { les solution de Ly=0 } C C*°(R) est = Ker L, qui est un esp vectoriel

Theoreme : - (probl de val initial)

SI cg,cq,...,cn-1 € C sont donnés, alors 3! y tq
Ly=0 et y®0)=¢ (vk=0,..,n-1)

preuve plus tard

Remarque : - La dimension de I'espace des solutions de Ly=0 est n

(car V ce C 3!y, cad on a une bijection linéaire entre C™ est I’espzce de solution)

Définition : - Le polynome caractéristique de L est :

p(A) = A" +ap A L+ L+ aid+ag

S’ou cela vient ?
e L oM — p()\)e/\t

o siD: C®(R) - C®(R) L=p(D) = D" +ay 1D" " + ... + g
est donné par Dy =y’

Observation : - Si A e Cest tqp(\) =0alors; LeM = 0, donc e est un solution

= si Ay, ..., Ak sont les racines de p et si aq, ..., € C alors
oMt 4+ 04ke>‘kt est un solution (car les olution forment un espace vectoriel)
Theoreme : - si p(A) = (A— A .(A = N)™ (N # Aj si i # j) est le polynome
caractéristique de L, alors les solution de Ly=0 sont :
Al Ak
y(t) = ar()e + .+ q(t)e™

ou q; est un polynome de degre < nj —1

Les polynome q; sont uniquement déterminés par y, et donc :
{teM | 1<i<k0<1<n—1}

est une base de l’espace des solutions
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Remarque : -sin; =1 Vi, cad si k=n, alors les solutions sont :

et 4 apent

Exemples : -
y'+y=0
p(A) =M +1=(A-i)(A+i)
racines =i  (multipliciter =1)
eit it

= les solutions sont a1e®" + age™

rapellons : el = cos(t) +1i-sint
et = cost—isint

= fB1cost + fasint (= ycos(t—c))

y' —ay' +y=0 a>0

p(\) =M tar+1
—at+VvaZ-4
M2 =5
. —a+ivV4-— a2
sia<2 Ao = —
- y(t) _ ef%at(aelzvllfazt + a26§v47a2t
= ei%at

1 1
(31 cos 5\/ 4 — a2t + B9 cos 3 4 - a2t)

Si a> 2 alors A1, Ay € R solution aje Mt + aget?t
sia=2: A2 42X +1 = (A +1)? racine double \; = -1
= solution est y(t) = (A + ft) -e

Proposition : - (Si p(\) = A")

Les solutions de y(n) = 0 sont les polyndéme de degrés < n-1

Preuve : - Par récurrence :
n=0 vrai
n—n+1:

sy = 0, alors (y')™ =0,
= y’ est un polynome de degré < n— 1 cad y est une fonction primitive d'un polynéme

de degrés <n-1
= y est un polynome de degrés <n [
Proposition : - (sip(A—¢)*,ceC):

Les solutions de (D-¢)"y =0  (ici Dy :=y’) sont q(t)et, ou q est un polynome de degrés
<n-1
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Preuve : - Observons que D(e - y(t)) = (e

= ((t)—cy(t) e
= D)yl = DY)
= Doy

Donc (D—c¢)"y =0 ssi
D"(e®y) =0 ssi e °y(t) = q(t), ou q est un poly de degré <n-1 [
Proposition : - Si V est un espace vectoriel :
pA) = A=A (A= N)™8  un polynome
et D : V — V une aplication linéaire alors les solutions v€ V de p(D)v = 0 sont :
v=vi+..+v ou (D-X)"v;=0
De plus le v; sont uniquement détermnier par v

= Ker p(D) = ker(D— )™ @ ... ® Ker(D — A )™¥)

Preuve : - on utilise la décomposition en fractions partielles :
I s\ - ss(A) Si (A)polynome
p(A) (A Ap)nl (A=) | de degr < n; — 1
implication par p(\ ) :
p(M) p(A)
1= 51 (A) + ... + ———F—s (A
P AR S N
S (S
r1(A) ric(A)
r; est un polynome, ri(A) - (A~ X)™ = s;(A\)p(\); 11+ .41, =1
sip(D)v=0

alors on pose v;j :=rj(D)v

v=vi+..+vpcarr; + .1, =1
(D= X)™vi = (D-X\)"'r;(D)v

si (D) p(D)v=0
——
0
1l faut encore vérifir 2 choses : .

— Sivy,...vi € Vsont tq (D-A\)™v; = 0 alors
mais p(D)vi =0
D)(vi+..4+vg)=0
p(D)(v1 ) et donc p(D)> vi=0

k :
siv= Zvi, (D—)\i)mvi =0
i=1

alors les vy sont uniquement determiner par v : en fait

vi =1i(D)v, car 1_i(D)vj =0
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(car (A — )\j)ni|ri()\))i #j et donc :
I‘i(D)V = I‘i(D)(Vl + ...+ Vk)

=1i(D)vi =11(D) + ... + 1(D))v;
1

=V O

Preuve du theorme : - On applique la porposition précédente avec V= C*°(R)

Rappel : -

v ay y® D 44 oagy =

Ly=P(D)y

p(A) =N Fa, (A 4. +ag
= (A=A (A A )Pk

Les solution de () :
y(t) = ar(t)eM + ..+ g (t)e
q; polynoéme

deg ¢ <mj -1
Si b(t) est une fonction donnés, trouver les solutions de :

Ly =b EDO linéaire inhomogéne)

Proposition : - Siyy:R — C est une solution de : Lyy = b alors la solution générale de

Ly = b est :
y=vyo+y, ou Ly =0

Preuve : - Ly =b < Ly=Ly & Ly-yo) =00
~——
Y1

Comment trouver une solution de Ly=b?

Méthode générale :

-variation des constante
-plus tard

Solution si :

b(t) = R(t)e* R(t) polynme

Méthode : -

e Sip(a) # 0 alors 3 solution de la forme

y(t) = S(t)e®"; ou S est un polynéme et deg S= deg R

e Si « est une racine de p de multiplicté m alors 3 solution de la forme

y(t) = tMS(t)e™ (deg S = deg R)
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Preuve : -sip(a)#0 R(t) -e™ € Clt] :

L
C[t]deggl) e (C[t](deggl) e

injective = bijective

Probleme : - Résoudre

y'(t) = Ay(t) +b(t)
si b :R — C" est donné
méthode variation de constantes :
(deja vu pour : y'(t) = a(t)y(t) + b(t))

On pose :

y(t) = e'Az(t) z:R — C"

(z(t) = e tAY(1)
y’(t) _ AetA + etAZ/<t)

y(t)

= A¥(0) + b(t)
20) = e "Ab(t)
I / e Mp(0)dt+¢ ce
y(t) = oA / e tAp(t)dt + etAe

Reamrque : - Comment resoudre :
d+ 1) x
ty ot + ... +agy = b(t)

b : R — C une fonction donnée :

on peut transformer en un systéme d’orde 1 et et on applique la variation les constantes

4.4 Systeme d’EDO lineaire a coeficient constant
A matrice n X n (élément € R ou € C ) on cherche une solution y : R — C" de y’ = Ay

Y1
cadsiy=|yyg | on veut:

Yn

n
yi = .ZlAinj (y_i;R—=C)
J:

Proposition : - Les solutions de (%) forment un espace vectoriel cad si y et y’ sont des
solutions et si , 8 € C alors ay + 8(y’) est une solution
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Preuve : - (ay+8(y")) =

=a(y') + B(y')" = aAy + BA(Y)
=Aay +8(y")) O
Theoreme : - (Probleme de la valeur inititale :) Vv € C*

3! solution y de y’ = Ay tq y(0) = v

Preuve : - plus tard

At

Proposition : - Siv € C" est un vecteur propre de A, Av = Av, alors y(t) := e v est une

solution

Preuve : - y'—= (eM)v = \y, Ay = My =
= MAv=eM. )y
= y=Ay O

Proposition : - Si A est diagonalisable cad si 3 une base vq, ..., vy de C™ tq les v; sont des
vecteurs propre de Aj alors la solution générl de y'=Ay est :

A Ant

y(t) = c1 - eMbvy + o+ e’y

(Ci e C, Av; = )‘iVi)
Preuve : - Siv e C", alors

Jet,..,cn € Ctq v=cyvy 4+ ...+ cpvp

Alors
y(t) = creMtvi + .+ cpe’yy

est une soltuion et y(0)=v; cad y(t) est solution (unique) de

y’ = Ay avec la solution inital v [

exemple : - A <; é)

polynéme car de A -p(A) = X2 -A-2=(A+1)(A-2)
A =-1

= A est diagonalisable valeur propre o

M=-1 A-2= (21 12>
V] = <_1) Avi=-v1
ez aei=(2 )

Vo = (il) Avy = 2vq

vecteur propre
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solutions générale de y’=Ay est cre tvy + coetvy (c1cp € €)
Trouvosn une solutions y(t) tq y(0) = ( é)
1 -1
0) =\ o) T2y
1 2
C ey -, C —_— —
=3 273

b2t ()= () G
Yy =-v1 \¥2) -1 0/ \y2
Polynome caracteristique : -
pA) =M +1=A-1)(A+1)

valeur propre : Al =1, Ag =i (A diagonalisable)

Vecteur propre : -

. : i 1
Al =i A—l—l—(l i>

= la solution général et y(t) = cyelt <11> + coeit < 11)
1 1 1/1 1/1
== (): () -3

() = 1 elt 4 it [ cost
YW =5 Gelt e it) = \sint
dessin pour n=2 (matrice 2 x 2 A\ > 0> Ay A A2 €R

Resumer anexes pour ordre 1 : -
y'(t) = d(t)y(t) + b(t)
2
'(t) = =——y(t) + t2
Y(6) = ——y(0) +

= (00 = () = 3 (= CAR)

y' = a(x)y + b(x)
(") = a(x)(y’)

*
—~
~<

~
~—
~
~—~

-+

~

on a :

Comment résoudre cet equation si A n’est pas diagonalisable ?
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Définition : - Si A€ Matyxn(C) alors

exp A := ZF € Matyxn(C)
k=0

0
10
2 43 4

exp(tA) =1+tA o §A + 7l + ..

te R :<1 +E*g+ >+A<t3'+5'7'+ >

Exemple : - soit A= < ) AZ="1 A= A A*=1A°=A,..

. t int
—cost+sint-A = (COS s >

—sint cost

il faut montrer que (x) converge YA € Matyxn(C) Posons : ||A||1 = Z |As ;]

Proposition : - ||[AB||; < [|A|l1 - ||B||1

Preuve : -
IAB|li =) [(AB)i4] =

fZ
*Z |A,JHBkJ| < Z ‘AlkHBlj

i,j,k i,j,k1
=[|All1-[IBl[i O

—Lk-By;| <

k Ak
A
Theoreme : - VA € Matyxn(C) la série E ST converge (dans Matyxp, (C) = C"2)

0=00

Preuve : - Il faut montrer Vi, j que
oo
n=1

Propriété de exp A : -
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o exp0=1

e exp(A+B)=expA- expB
si AB = BA (preuve : voir la preuve exp(a+b) = exp(a) - exp(b))
En particulier si s,t € C alors exp((s+t)A) = exp(sA)exp(tA)
Aussi : exp(A) -exp(-A) =1

e i Q est une matrice inversible alors exp(QAQfl) = Q- expA - Qfl
Japrce que (QAQ )" = QAPQ !

‘s d
Proposition : - anp(tA) = Aexp(tA)

[e.9]
Preuve : - Z%Aktk = exp(tA)
n=1""

est une série entiére (avec variable t) qui converge Yt = on peut différentier terme par terme

= %exp(tA)

|
_ kyo k-1
= § k!A k-t

n=1

= Aexp(tA) O

Theoreme : Si A € (C) et si ve C™ alors 3! y -R — C" tq y(0) = v et y'(t)=Ay(t)
En fait : y(t) = exp(tA)v

Preuve : - Montrons que y(t) :=exp(tA)v est une solution :
y(0) =v v

d d

ay(t) = aexp(A)v = Aexp(tA)v = Ay(t)v
L’unicité :

Siy :R — C" posons

z(t) := exp(-tA) y(t) , cad
y((t)) -_eX:)((tA) )z(};() | donc %Y(t) = Aexp(tA)z(t) + exp(tA)z'(t)

Ay(t) + exp(tA)z'(t)
donc y’=Ay ssi z” =0 ssi z est constante g

Remarque : - Prop val-initiale de :
v a1y 44 agy = 0(x)

remplacons (x) par un systeme d’ordre 1 :
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Y =P1
P} =Dp2

pgl,g =Pn 1
Pp-1 = @n-1Pn-1 + --- +a1P1 + agy
cad :
y
P1
1, () _
Y'(t- 2 AY(t) ou Y=| P2

Pn-1

Vv € C" le systeme (t) a une unique solutions avec Y(0) = v cad si :

v = (C07C17 "'7Cn—1)T

y(k)(O) =y vk=0,1,...,n-1

Sous remarque :
det(A—A) = A"+ a, (A" L4+ .. +ag

probleme : comment calculer exp(A)?

A1 0
e SiA= est une matrice diagonale
An
A0
o Ak= '
e/\n

e siA=QAQ"! A diagonal (cad A st diag)
exp A = exp(QAQ ) = Qexp(A)Q !

e A=A+N
etsiNA=AN:

on peut dire que (%) a une unique solution y tq

expA = exp(/\ +N) = exp /\ -expN

2 (n—1) 0 A

A=(00)5=(0 o)

N2 anl
exp/\-(l—l—N—l———l—...—l——) parex : A = <)\ 1

et)\
exp(tA) —exp(t/)exp(tN) = ( i e&) 14 N) = M <3 ;

Rappel : - (Theoreme de Cayley-Hamilton)
si p(A) = det(A — A) est le polynome car de A alors p(A) =0

o4

)

)
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Méthode pour calculer exp(tA) : -
L Sip(A) =AM (- A)nk (Ai # Aj) on cherche des polynome r1(A)1, ..., 1 (A) tq
ri+.rg=1
et tq p(A)|ri(A) (A — A\)™ comment trouver les r

1 s1(\) (\) decomposition

3 = P n1+...+% en facteur
p() ~ (A O N

e car p(A) =0, on a aussi que
(A-Xi)"ri(A) = 0(= p(A) si(A))
) e on peut maintenant calculer

R (VI
donc 112_;{(/\ W i(A) exp(t) ri(A) = exp(tA;) - exp(t(A— X)) - ri(A)
ri(A) Lol
e T LA n(A)
1

0=n;

Finalement exp(tA) = exp(tA) (ri(A) + ... + 1. (A))

i

R
SN ST (AN (A)

1=k 0=ni*1

i
Remarque : - n; = 1(Vi) = e = Zet)‘iri(A)
1=n

1 2
Exemple : —A(2 _2)

p(A) = A2+ X6

— (A-2)(A+3)
1 _1/5  1/5
A-2)(A+3) A-2 A+3

A =2 M =3
1
N =2
r1(A) 7

Probleme : - Résoudre

y'(t) = Ay(t) +Db(t)
si b :R — C" est donné
méthode variation de constantes :
(deja vu pour : y'(t) = a(t)y(t) + b(t))
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On pose :
y(t) = e'Az(t) z:R — C"
(z(t) = e tAY(1)
y'(t) = Aetlye] + etA7 (1)
y(t)
= A¥{E] + b(t)
7 (t) = o HAp(t)
= 7(t) /etAb(t)dt +c ceC®
y(t) = etA / ¢ tAb(t)dt + ethe
Remarque : - Comment resoudre :
d+
tyanfl

b : R — C une fonction donnée :

vy D 4 +agy = b(t)

on peut transformer en un systéme d’orde 1 et et on applique la variation les constantes

4.5 Systéme d’EDO linéaires générales
Probleme : - resoudre y’(t)= A(t)y(t)
A : R — C™*™ est une fonction donnés (on cherche y :R — C") tq y(0) = ve C*

L’idée : on va construire une suite yg,yq,y9... € R — C de "solution aproximative" de * et
finalement on trouve y(t) comme ILm yn(t)
n—oo

On pose : yo(t) =veC
718 = A(E)yo(8),¥1(0) = v

cad yi(t) = /

Autrement dit : on construit Mo(t), M1(t),...Ma(t)..

Par : My(t) =1
M (t) = A(t)Mo(t), M;(0) = 1

t
cad M (t) = 1/0 A(s)My 1 (s)ds

On va montrer que :

matrice n X ntq yi(t) = My (t)v

M(t) := limoo
k
Theoreme : - (On suppose que A : R — C™**™ est continue) La suite des fonctions :

My : R — C™*™ converge ponctuellement

et cette convergene est unif sur [-N,N] (VN > 0) La limite M(t) :

satisfait : M'(t) = A(t)M(t) et M(0) = 1

56
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Preuve : - (l'idée : utiliser le critére de Weirstrass)

Mig() - My (8 rl—H/ 901 (5) - M g |

t
= ’/ [A(S)[I1 - [[My1(s) ~ Myo(s)[l1ds| sit e [-N,N]
0

< |[My(t) = My (t)[[1
On a: [[Mp(t) - M 1|[y =n
k=1":

t
My (t) ~ Mo(t)]]1 < Cx /0 o ds

= nCyt|

2 |8
=nC

t
M) My(6)]]1 < Cx /0 nCyls|ds

Nk
HMk(t) 7Mkf1( )Hl <n- CN k! sur [7N7N]

(Cn)k
k!

[[Myc(t) =My 1(8)[1 <n

k k
N
Car E n(CT{! ) = n - exp(CNyN) converge

0=00

k
par hypothese la suite My converge uniformement lim My = Z (M) — My 1) sur [-N,N]

k—o00 O—oo

On a (Vk) Mp(t) = A(t)My 1(t) — A(t)M(t)

k—o0

donc la suite Mf( converge uniformement, donc on peut échanger lim et dérivé, et on obtient

M(t) = A@t) M(t) O

Theoreme : -VveC'3ly:R—C"

tq y(0) = vet y'(t) = A(t)y(t)
On a y(t)=M(t)v

Preuve : - vérifions que y(t) :=M(t)v est une solution
y'(t) =M (t)v = A(t)M(t)v = A(t)y(t)
y(0) =M0O)v=1lv=v

L’unicité de y : -
Supposons que M(t) est inversibl
Vt € R (a montrer plus tard) :
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Siy: R — C" on pose z(t) = M (t)y(t)
cad : y(t) = M(t) z(t) Ona:

= M/(t)z(t) + M(t)z'(t)
= A(t)M(t)z(t) + M(t)z'(t)
N—_——
y(t)
= A(R)y(t) M()Z(t) =0

donc 7/(t) = 0 donc z € C" est une constante

y'(t)

Pour montrer que M(t) est inversible :
M(0) = 1 iversible

Supposons que 3t > 0 tq :

M(t) n’est pas inversible, et soit

to = tlg(f){t] detM(t) = 0}

Soit M’(t) une solution de M’(tg) =1
M
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5 Fonction de plusieur variables

probleme typique : trouver les maxs et mins locaux de f(X,y):XQy +xy+y3

5.1 La différentielle et les dérivé partielles

On va étudier des fonctions :
f R — R
| |
V W
ou plus généralement f : U — W (ouvert C V)

Définition : - Siac U ve V, alors la dérivée directionnelle :

ut(a) = @+ ) ) oo

Si X1, ..., X sont les coordonné sur V= RK et si e, ...,ex est la base canonique de V=RK alors
la dérivé partielle :

of
o, ) = Deif(2)

of
Remarque : - Comment calculer EW ?
xi
of d
g(xl’ wXg) = Ef(xl,xg, e X+t X4, vy X5 ) [t=0
1

= la dérivé de f par x; si les autres variables sont vues comme des constantes

Exemple : -f:R? R
f(x,y) = sin(x+y+xy)

f
% =cos(x+y+xy) - (1+y)
f
g—y =cos(x+y+xy)- (1+x)
Remarque : - Sif:RK— R!
fy
fo
cadsif=] . fj:]Rk—HRalors:
f)
oty
ot [ %
aXi @
ox;
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Définition : -
f:U(C V) - W est diférentiable en a € U si il existe une fontion linéaire daf : V. — W
(appellé diferentielle de f en a€ U) tq (h € V)

f(a+h) = f(a) + daf(h) 4 o(||h||)
explication de o(||h]|) :
on a: f(a+h) =f(a) + daf(h) + R(h)

on écrit : que R(h) = o(||h||) si "R est négligeable par rapport a ||h||" cad si :

lim @

=0 cad si R(h) = ||h|| v(h) et r(0)=, v continue en 0
h—0 |[[h]]

Exemple : -

siV=W=R fR—->R

Si f'(a) existe (a€ R) alors f(a+h)=f(a)+f’(a)h+o(/h|)h € R
Donc daf(h) = f’(a)h

Proposition : - Si d,f existe, alors :

ovf(a) = daf(v)

Preuve : -
f —f

Of(a) = hmw

t—0 t

g Qa0 o) _ o ofle) O
t—0 t t—0 ¢t
=0
... of of

en particulier % = daf(e;) car 8_)(1< a) = Oeif(a)

Proposition : - Sidaf existe, alors :

daf(v Z 8Xl Vl ici v=>_ vie;, vi € R)

Preuve : - daf(v) = daf Z:ve1

_ZVlda (e;) ZVI

Si:f:RK-— R, alors la matrice de daf est :

of of of
(8—}q<a>,a—x2<a>,..., a—}q{(a))

Sif:Rk 5 RL:
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f1
fo
f=] (fj : R — R)
fy
oty oty
af 8X1 an
alors la matrice de daf est : <8—J(a)> = : :
o4 \en oo
6X1 6Xk

Définition : - fest Cl si:

of of

— ..., — sont des fonctions continues
8X1 8Xk

Théoreme : -Sif: U(CV)— W

est C! alors f est différentiable partout, cad d Af existe Va € U
Preuve : - plus tard

Proposition : - Si f est différentiable en a € U (cad si daf existe) alors f est continue en a

Preuve : -

f(a+h) =f(a)+ daf(h) +o(|[hl]) ) o ,

ﬁinb — f(a) + 0+ 0 = f(a) 0 f est C* = fest différentaible(= [ est continu) =
_>

of
Ovf existe = — existe

0%

les autre implication ne sont pas vraies

Exemple : -

f:R?2 5 R2 <r) = <r C.0S<’0> = <X> La matrice de df est :
% r sing y

ox  0Ox .

< or ;970) B <cos ¢ -rsin cp)
dy Oy | — :
& o sing rcosy

(f est C! = f est différentiable)

Exemple : - Sif:V— W est linéaire, alors f est différentiable et (Va € V) ; dy=f
car f(a+h) = f(a) + f(h)
En particulier, les coordonnées x; : REK R
X1
— Xj

Xk
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Est linéaire RK — R :

daxj(h) =h; (ouh=| : |)

La matrice de dyX! est : (0,...,0,1,0,...,0)
Proposition : - Si daf existe alors :

of
daf = 2 3,
i=1

T (8) daX;

Preuve : - il faut montrer Vk € RX daf(h Z 3 (a) daxj(h) O
X; ———
i N

Exemple : -f:R? - R:
f(x,y) = sin(x +y + xy)

of of
df = g dx + 8—dy =cos(x+y+xy)/(1+y)dx + (1 +x)dy

Définition : - Sif:R¥ — R est différentiable alors ac R¥ est un point critique si :

of _
daf =0 (cad a—Xi(a) = 0 Vi)

Proposition : - Si a est un extremum local de f alors a est un point critique

Preuve : - Sia est un extremum local et si g(t) := f(a+tv)
(v e R¥) g: R — R alors 0 est un extremum local de g, donc : %g(O) =0 := Oyf(a)

On a donc 9yf(0) =0 (Vv)=>daf =0 O

Théoreme : - Sif:RK — Rl est C! alors f est différentiable
f1

Preuve : -sif— fi: Rk 5 R
i

alors il suffit de montrer le théoreme pour les fj : RK — R, donc on peut supposer que 1 = 1

Pour simplifier on suppose k=2 Soient ac R? he R? :
h = (h1> = hie; + hoeo
hy

f(a+h)-f(a) = f(a+hje;) — f(a) + f(ath)-f(at+hyer)

On utilise le theoreme des acroissement finis :
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g1(t)
g1(h1) —g1(0)

=fla+t-eq)

f
~ gl (s1) = b (ot siey) 51 € 0.1]
by

f(a+hyer)—f(a)

ga(t)

= f(a+ hye; + teg)

f(a+h)f(a+hie;) = go(hy)a(0)

T2 hygh(s2) = hzaa—xfz(a +hie; +sge9)
ba
f(a+1h) - f(a) by (o) + ()
— () + o (@4 D (00~ @) e (o) 5 (a)) ‘
o([[hf[), o(|h]])
Mais hlgrolo HthH . <88—Xf1(b1) - ;—Xfl(a)> =0
Theoreme : - (regle de la chaine)
Soient :  RK —f> Rl 5 R Supposons que daf et dy,g existent.
a — b — ¢

Alors da(g o f)

= dpgodaf

(la lineaire de la composition est la composition des linéarisations)

Preuve : -
g(f(at+h)) = g(

f(a) +daf(h) +o(([h]])
~—~

b

= g(f(a)) + dpg(daf(h)) + dpg(o([[h]) + o(||dat(h) +of[[h[]))) O
N——

g(b)

Remarque :

~~

da(gof o([Ih[)

- Comment calculer les dérivées partielles avec les régle de la chaine :
X1 Y1 Al
Xk ¥1 Zn

0,
La matrice de daf est < yQ)
q,r

OxXy

Exemple : -

X1 y1 =x1 + X2> .
- — 7z = sin +
< X2> < Yo = X1X9 (Y1 y2)

R?2 5 R?2 R
On a:

Oz _ 02 Oyy 02 Oy
ox1  y1 x1 Oyy 0xq
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= cos(y1 +y2) - 1+ cos(y1 +y2) - x2
:COS(Xl + X9 + X1X2) . (1 + X2)

Remarque : - On peut écrire la regle de la chaine comme :
L 0z, Oy
dzp = —pdyq = E —L2 9 xr
= dyq ] dyq Oxx
dyq

5.2 Dérivé partielle supérieures

ot 0 [of .
8xi(3xj T 8Xi g ) G

On pose :

Définition : - f: R - R! est C®

si toutes les n-ieme dérivié partielle de f existent et elles sont continues

Theoreme : - Sif: RK — R! est C2 alors
o2t o2f
aXiGXj anaxi

Preuve : - On peut supposer que 1=1

f1
(si f=] @ | il suffit de montrer le theoreme pour les fi)

fy
L’idée : aproximer les dérivé par des différences :
Si v € R¥ on pose : Avf)(x) :==f(x+v) —f(x)
Avf:RE 5 R
Si viw € R¥ alors :

Av(Awt)(x) = Aw (Av)(x)(x)
0%t i Ay ejAt eif

on va montrer : = lim ———»I(t
xj0xj  t—=0 t2 (®)

Pour montrer (t) on utilise TAF
On pose :  g(t) = f(a+te)

e(t)-g(0) 2 te!(t) T elo

:tﬁ(a + tey)

0%
(A o : A i (a+ Te;
Ay €j (At oif)(a) Oxj \—t eif) (at+te; Aq oif) (a4 te; t el g i
On a donc : 2 = . = . = . =
0t = 02t
T . T . D
0x;0%; (8 tei + te)) t—>i6 O0x;0%; (a
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Corrolaire : - Si f est C" alors les n-ieme dérivée partielle (Vm < n) ne dépend pas de
Iordre
Par ex :

3t 3t o3 o3¢

OxOy0z  Oyoxdt  Oydzdx  920ydx

Rappel : - Regle de la chaine :

o Om_ 0w O
ox; - dy; 0%
2 2
ot ot si f est C?

aXian B aXJ 8Xi

Théoreme : - (Taylor d’ordre 2)
Si: f:RK— R est C2

of(a)
oxl

1 0% (a)
2 0x;0x;

alors : f(a+h) = f(a) + h; + hih; + o([|b[[%)

Preuve : - on définit :

gy : R — R par g, (t) = f(a + th) Par Taylor-Lagrange :

()t h) = ey (1) T g (0) +8h(0) + 5 (1)

ou : ty € [0,1] g,(0) = f(a)

Of(a + th) Of(a + th) 9%f(a + th)
/ _ . h.- ” — . —
alt) o o Moe () =g < a1 T oxox

regle de la chaine

hj - by

(*) nous donne :

82f(a + tnh)
Finalement
9%t (a + tyh) 1« 9%(a) 1 O*(a+tn+h) 0%(a)
Z hy = = h: - hs & — by - h;
Z 0%;0%; by - by 2 - 0x;0x; 0yt 2 ;( 0x;0%; 8X16x> J
—0 quand h—0
car f est C?
=o(|[h[[?)
g
. k k f(a)
Rappel : -sif:R¥ - R a un extremum local en a€ R* alors =0, donc
Xi
0%t (a
f(a+th) =f(a) + 8 é)h h—|—0(\|h|\ )

polynome quadri en
(h,...,hy)
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5.3 Formes quadratiques

une forme quadratique en variables x1, ..., x; = un polynéme quadr homogéne :

q(Xl, ...,Xk) = Z kbinin, Bij eR
ij=1

On peut supposer que Bjj = B;; si B est la matrice kxk avec les éléments Bj;

X1

X2
alors q(x) = x'Bx ou x =

Xk

Exemple : - q(xi,x2) =] +6xix2+5x3 B= ( ; g)

est ce que qp(x1,%x2) >0 Vxi,x0 € R?
Réponse compléter les carrés :

a(x1,x2) = ..(x1 +3x2)? ~4(x2)* = (y1)* - (vo)®  ouyr =x1+3x2,5 yo =2x2
La réponse est non (e-g-y; =0; yo=1; ygn~rq=-1)

Théoreme : - Siq(xq,...,xn) est sous forme quadratique
alors 3 changement de base tq : q = (y1)% + ...(yn_s_)2 - (yn+1)2 — (yn_m,)2
n-+ n—

Méthode compléter les carrés : et x1,x9 = (y1 + y2)(y1 —y2) = (y1)% — (y2)?
—_—— Y——

X1 X2

Définition : - Si V est un corps vectoriel réel (ou sur un corps K),

alors une forme bilinéaire symétrique sur V est une application :

B:VxV —=R(ou—K) tq:
e B(u,v)=B(v,u) VuveV
e B(au+ fv,w)=aB(u,w)+ B(v,w) Vu,v,we VVa,peR (ouk)

Exemple : - produit scalaire = forme sym bilinéaire tq :
B(v,w)>0 Vv#0

Si ey, ...,en est une base de V on pose : Bj; = B(ej, ej) € R

n n u n
Si u:z ue; V= ZViei uj, vi € R; alors B(u,v) =B Z uje;, Z vi-e | =
i=1 i=1 =1 =1

n n n
- Z‘ZUiVj B(eivej) = Z B*i,juivj.

i=1 j=1 ij=1
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Si B est la matrice avec les éléments B;; alors B(u,v)=ulBv

Remarque : La matrice B est symétrique car Bj; = B(ej, ej) = B(ej, ;) = Bj;

On a donc une bijection entre les formes symétrique bilinéaire et les matrices symétriqgue n X n
(si une base estt choisi)

Définition : - La forme quadrqtique q associé¢ a une forme biliné ;
sym(B) est q(v) :=B(v,v) Avec les matrices :

n
q(v) = vIBy = Z Bijviv;
ij=1

Exemple : - Si B(u,v) = u-v (V=R") alors q(v) = v-v = ||v||?

Remarque : - On peut calculer B a partir de q :

q(u+v)=B(u+vi,u+u) =B(u,u) + B(v,v) + 2B(u, v)

q(u+v) —q(u) - q(w)
2

Si une base est choisi : B(u,v) = ulBv

Donc : B(u,v) =

Si on change la base : Si Q est la matrice de changement de base :

Vnew = Q71V§ uEew = (Qilu)T = uT(Q71>T

Et on veut :
T ! T T T Bnew
Upew Bnew Vnew = u Bv = Upew (Q) BQ Vnew (V = Q Vpew 1 = Q unew)
Changement de la base | B ~ QTBQ
Théoreme : - Si P est une matrice symétrique nxn réelle, alors 3 matrice nx n Q inversible

tq :
QTBQ est diagonaleavec £1,0 sur la diagonale :

cad V forme quadratique q 3 une base tq :

n
a(x1,-xn) = »_ci(x)% ¢ € {+1,-1,0}
i=1

Rappel : -3QtqQt=Q! (cad Q est orthogonale) tq Q 'BQ est diagonale.

(3 vecteur propre de B qui forment une base orthogonale de R™)

67



Louis Pelloud page 68 Analyse

n
Rappel : - forme quadratique : q(xg,...,xp) = Z Bijxi - xj = xI'B-x
i,j=1

Si on change la base de R* B ~ QTBQ (Q la matrice du changement de base)

Preuve/algorithme : - on utilise consécutivement des matrice Q élémentaires, cad on
applique des opérations élémentaire sur les lignes de B et (les méme opération) sur les colones

cas 1 Byy #0etsiBj #0(1#1):
On fait : ;= 1 —cly avec ¢=Bqj/B11 pour que Byj ~ 0

il faut aussi appliqué c¢; — ¢; —ccy
Exemple : -
B_ 1 2 . 1 2 o 1 0
S \2 3 0 -1 0 -1
Iy — 15 —214 c9 — cg —2Cy

cas2By; =0 By #0 on peut faire :
i =11+ 19, ¢c1 = ¢1 + 2 et on est dans le cas 1

Exemple : -
B— 0 1 . 11 . 2 1
~\1 0 li—=11+l1s 1 0/ ci—ci4+c2 \1 O
Algorithme
®|o |o |0 |O
O |®|o |0 |oO
B=|o |o |® |0 |oO
O |o |Oo |®]|oO
oo |o |Oo |®
Exemple : -
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 0 O
210 — <O 36) — 0 3 -6 e 0 3 6| —
3 0 1 lo—1o—211 I3—13-311 0 6 -8 gg:})gg:?)g} 0 6 -8
1 0 0
— (0 -1 0 (x1)% - (x2)% + (x3)
0 0 1
finalement on fait : 1, — o4l;, ¢ — «4¢ avec o3 € R convenable pour que les éléments

diagonales sont transformé en +1 en 0 [

Terminologie : - Si B est une matrice symétrique et si A :— QTBQ est diagonale (Q
inversible) on pose :

ny = # élément > 0 sur la digonale de A

n. = # élément < 0 sur la digonale de A

ng = +#deO
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le triple (n4,n_,ng) est la matrice de B (ou de q)

On dit que : B est définie positive siny =n, n =0, ng=0cad:
qx)=x'Bx >0 V0#xeR"

B est définie négative sin- =nny =0, ng =0 cad q(x)< 0V #0

B est semi défini positive si n- = 0 cad
siq(x) >0 VxeR"

(par ex q(x1,x2,%x3) = (x1)2 + (x2)? est semi def pos
ny =2,n_ = 0,np = 1 mais pas def positive)

B est indéfinie si ny > 0,n- > 0 cad si Ix,y € R" q(x) >0, q(y) <0

Remarque : -

e La signature de B est indépendante de Q  (preuve — la série)
e Les formes quadratiques / symétrie bil  "existent dans la nature"
e prod seal (dans R™) est || - [|?

° q(x,y,z,t):x2 + y2 + 72 — 22 signature ny =3, ;n- =1ng =20

5.4 Extremum locaux et selles

Rappel : -Sif:R" - R” et si en a € R" f a un extremum local alors :
of(a)
0%y
Taylor : Si f est C?

=0 (Vi) cad a est un point critique

n 2
of 1 0°f(a)
f h) =1 — hy + = ——~h;h;
=@+ @ bt g 3 o
1= 1.1=
5)
la diffrentielle (daf(h) une forme quadratique
Terminologie : -
9% (a)\" _ 9%
Haf := <aX18Xj)i . Hessienne de f et Haf(h) := I, (a)hih;
est la forme quadrgtique Hessienne
Théoreme : - Soit f : R" — R une fonction C2 et soit a € R™ un point critique de f

e H,f est definie positive (cad ny =n, n- =0, ng = 0)
alors a est un minimum local stricte de f

o si Huf est def négative, alors  a est un maximum loacal stricte

e si Hyf est indéfinie  (cad siny >0, n_ > 0)
alors a n’est pas un extremum local (on dit que a est une selle)

69



Louis Pelloud page 70 Analyse

Remarque : -Siny >0n =0mng >0 (semi def positive) alors la théoreme ne dit rien
Preuve : - Si Haf est définie positive :  On change la base de R™ pour que :

a =
Haf(h) = |[h][?

r(h) := le reste dans la formule de taylor qui est o(||h||2)
Soite >0 tq |r(h)]| < %th\?
Pour ||h|| <eona:
f(a+ 1) = £(a) + [[hl|? +x(h) > F(a) + ]2

Donc a est un minimum local stricte

e H,f déf négative - pareil
(Haf(h) = |[b|*)

e si Hyf est indéfinie : on change la base pour que Hyf soit diagonale avec £1 sur la diagonale

Haf est indéfinie = 3 vecteur v,w (on peut choisir de élément dans la base)

tq vl =1=w[l et Haf(v) = +1
et Haf(w) = -1
On a: .
fla+tv) =f(a) + 5‘52 + rcos(tv)
= f(a+tv) > f(a) + Zt aussi : f(a+tw) < f(a) - 1 +t

= a n’est ni un mazx ni un min local O

s .5 (a b
Proposition : - Si B(b c)

alors :
B est définie positive ssi detB > 0 et a> 0
B est définie négative det B >0 et a <0

B est indéfinie ssi det B < 0

Preuve : - 3QTinversibletq :

Tnn . (€1 0
QBQ—<O )

€9
ouey,ep €40,1,-1} = det(QTBQ) = £1€9 mais aussi

det(QTBQ) = det(QT)detBdetQ = det(Q)? -detB
>0

= e169 = sgn(det B) € {1,-1,0}

70



Louis Pelloud page 71 Analyse

sens direct : Si B est definie positive alors e; = e9 = 1 donc e1e69 = 1 donc det(B)det(Q)? = 1
donc det(B) > 0

sens indirect : On a det(B) > 0 donc 165 > 0 donc €1 = g9 = +1.
Pour lever I'indétermination, calculons la forme quadratique pour un vecteur donnée (choisi

. 1y a>0= B est def positive
specialement) (1 0)B (0) —a= a < 0= B est def négative

det B < 0 ssi €169 = —1 ssi B est indéfinie ]
Exemple : -

1 2 e o
<2 3> det B = -1 = indéfinie

B = (é 2) det B = 2, a=1 = déf positive

Comment trouver les extremum locaux d’une fonction f :R™ — R :

e trouver les points critiques a € R"

f
10 2@ o cad dut
aXi
%(a)\"
e trouver la signature de Hyf = < (a)>
8x18xj 17.]:1
Haf  def pos = min
déf négative = max
indéfinie = selle
exemple : -f:R? R

fx,y) =xy(1-x-y)

point critique :

of

o —Y(1-2x-y)=0 L (y=0V 1-2x—y=0)A
of les points critiques = oy 1-9 _0

v =x(1-2y-x)=0 (x= ~2y-x=0)

y

(XvY):(Ovo)7(0)1)’(170)7(1/3’ 1/3)

4 point critiques :

9% 9%
Hf — ox2  Ox0Oy _ —2y 1-2x-2y
o’ o 1-2x 2y -2x
Ox0y  Oy?

xy = (0,0) : Hf (? (1)>

detHf = -1 = indef = (0,0) est une selle
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(xy) = (1,0) - Hf = (01 g) det = -1 = indef = selle

(0,1) indef donc selle

2 1 -2
(x,y)=(1/3,1/3) : Hf = (% 32) det = 3 3 < 0 = déf négativ = max local
3 3

5.5 Multiplicateur de Lagrange

Probleme : - Sig:R"™ - RetsiS CR est donné par :
S:={xeR"|F(x) =0} dou

F :R® — RK est une fonction donnés

On cherche les extremum locaux de g/s : S— R

exemple : - n=2, k=1
g(xy) = xty1, F(xy) = x* +y* -1

S={(xy) €R*|F(x,y) =0} = {(x,y) | X +y* =1}

Remarque : - g continue S compact = max et min existent
(xy) < 1 1 )
max en (x,y) = —, —
1/15 \/51 ces 2 points ne sont pas des points critiques de g
min en (x,y) = —, =
bey) < 2 V2 )
Théoreme : - (multipication de Lagrange)
Fy
Soit F : R® — R¥ une fonction C! cad F= o |, Fj : R" — R fonction cl
Fy

S:={xeR"|F(x) =0}

g :R™ = R une fonction C!

et a€ S tq : gls a un max ou min en a

Si lapplication linéaire doF : R® — RK est surjective alors I\, ..., Ak € R (multiplication de

Lagrange) tq a est un point critique de g-A1F1 — ... = A\ Fy

Remarque : -gls = (g— MF1—...— \Fy)|gcar Fi|]g =0 Vi

e pour trouver les extremum de g|s on cherche (A1,...,\;) et a € R™ tq a est un point critique
de g—>° AiF;

— les extremum sont parmis ces points a.

OF;
doF surjective < rang (daF) = k cad rang < 1) =k
0x; =1k
j=LlL.n
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exemple 1 : -n=2k=1

Fx,y)=x"+y* -1  g(xy)=x+y
gAF =x+y - Ax2+y2-1) @t A € R
On cherche les points critiques de () qui sont dans

S={(xy) |=*+y* =1}

9(x) 9(*)
=1-2X =1-2X\
ox * Oy Y
22x =1=2\y
tq><2—|—y2 =1
X=y
1
= X=y= \/51
V2

1 1
[ = t Do — (,; ,L)
pl <\/§7 \/5) € p2 \/57 \/ﬁ
sont les "extremum potentiel” de g|s S compact, g continue = max et min existent g(py) =
V2 =max g(py) = V2 =min

Indéfinie : -

correction
g =x*—xy’

(x,y) = (0,0) =a n’est pas un extremum local :
Haf (% 8) signature ny =1; n-=0; ng =1
g=x-(x - y?)
Démonstration Théoreme de Lagrange : -
cas 1: Fy(x1.xp) =xj cad :
s={(xt.n) ER" |x1 =x0 = .. =x, =0}

alors glg g(0,0,0.., x4 1, X1 9..Xk) est une fonction de n-k variable
— —

k fois n-k
= g}i(a) 0 i=k+1Kk+2 .n
On pose \j = 98(2) j=1.k; et donc: g~ Mix1 — -~ Aixie) () =0 m=1.n

cas 2 général :

I’idéé : 34 un changement de variable tq on se retrouve au cas 1
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Lemme : - On pose : .

F; (x1,.xp) =% i=1.k
3 ouvert ac U C R" , 0€ v € R" et une bijection ¢ : U — v tq ¢e = t¢ ! sont C1 ¢(a) = 0 et
F=Fo¢

Preuve : - Analyse 2 (théorme fonction inverse)

On défini g par :

F.g... casl =
JA1.. A tq Oest un point critique

de g~ MFp — . NFy ; cad do(g - Z MF;) =0; regle de la chaine :
da(g— > _AFi) =dogodag— Y AFiodap =da(@8- > AFi)odap=0 O
Résumer pertie 5 : -

e calculer avec les dériver partielle des différentielles : regle de la chaine

e trouver les extremum d’un fonction points critiques matrice Hesienne
signature multiplicateur de Lagrange
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6 Intégrale multiples

6.1 Motivation

/a ’ f(x) dx

SiACR* f:A— R ; /bf(xl..xn)dxl..dxn =
Comment définir / f dxy..dxy ?

A

~ Z f(p € R) aire(R) rectangle dans la division et on prend la limite
RCA

6.2 Définitions

Définition : - Un pavé (rectangle n-dim) dans R™ est un sous-ensemble de la forme :

P = [albl] X [agbg] X ..o X [anbn] a;b; € R
n

Le volume de P est vol(P H
i=1

Définition : - Une divison d’un intervalles fermé [a,b] = un choix de points
a<cp <cg<.<c<b

Une division d'unpavé PC R™ = une décomposition de P en sous-pavés qui est donné par
divisions de cotés de P.

n—2

Un rafinement d’une division D = une division D’ obtenue de D en ajoutant de nouveau points
de division

Proposition : - Si P est un pavé et D une divison de P alors vol P = Z vol R

ReD
preuve : - (pour n=2)
P=Ja,b] x [c,d] a=tgt1..ta..t 1ty =b
vol(P) = (b-a)(d-c) = ((tx = tx—1) + (ti2 = ti2) + .- + (61 — t0)).
e ((sj—s11)+ ...+ (s1—s0)) = Z(ti *tifl(sj —S8j1 = Z volR O
L] ReD
Définition : - Si PC R" est un pavé D une division de P et f P—> R est une fonction borné
alors la sommr de Rieman supérieur de f est S(f,D) Z supf(x) - vol(R)
ReD X€R
La somme de Rieamn inférieur est s(f,D) = Z inf f(x) - vol(R)
ReD x€R

observation S(f,D) = s(f,D)
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Lemme : - Si D’ est un rafinement de D, alors S(f,D’) < S(f, D) et s(f,D’)> s(f, D)

Preuve : -S(fD) = Z sup f(x) - vol(R) = Z sup f(x) - Z volR/

ReD xeR ReD x€R R’eD’
R'eR
= Zsupf(x)-volR’ (ouReDesttq R” CR)
R'ep’ *R
— > r’ep’ sup £(x) - vol(R') = S(f, D)
x€R’

Pour s(f,D’) > s(f,D) : pareil O
Proposition : - Si Dy et Dy sont des division d eP alors S(f,Dq1) > s(f, Dg)

Preuve : - Si D’ est un rafinement commun de Dy et Dy alors :

S(f,D1) > S(f,D’) > s(f,D’) > s(f,Dy) O

Définition : - Si PC R" est pavé, f :P— R une fonction borné alors
I'intégrale de Riemann supérieur de f par P est :

/ fdxj..dxy :=inf S(f,D) D division de P
P

Iintégrale inférieur est

/fdxl..dxn :=sup s(f, D)
< P

(par la proposition,/ fZ/ f)
P Jp

Si / f= / f, on dit que f et intégrable, et son intégrale est :
P P

_ feeToe

Définition : - Si A C R" est borné, donc 3 pavé PC R™ tq AC P et si f :A — R est une

fonction borné, alors :
_ _ f i A
/f::/f ou f(x) = (x) sixe
A P 0 six ¢ A

Remarque : - Le résultat ne dépend pas du choix de P (exercice)
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Propriété : —/f
A

. /A(af+bg)=a/Af+b/Ag

Siab eR, f,g:A%th/fet/gexistent
A A

e Sif <g, alors:
/fs/g
A A

Théoreme : - si P C R™ est un pavé et si f :P— R est continue alors / f existe.
P
Plus généralemnt. si f :P— R est borné et si :

{x € P | f n’est pas continu en x} est négligeable, alors / f existe
P

Définition : - Si A C R" est borné alors vol(A) := / 1
A

A est négligeablz si vol(A) = 0. cad si Ve > 0 3 pavé Py, ..., Py tq :
k k
AC U P ZVOIPi <e
i=1 i=1

Preuve du théoreme : - plus tard

Proposition : -Si S c R* ! est fermé et borné, et si g : S — R est continue alors le graphe
de g :
{(x,g(x))) e R" | x € S} est un ensemble négligeable

Preuve : - plus tard

Exemple : -
D={(xy) eR*|x*+y* <1}

Alors / 1 existe car :
D
= 1 sixeD
/ 1 :/ f (Ccarre x| <1,|y| <1) Xe(x) = S%X
D C 0 six¢D

Les discontinuité de Xy = le cercle {x% +y? = 1}

V1-x2

le cercle est I'union de 2 graphes
{y =-V1-x2

on utilise :

Si A,B C R" sont négrligeable alors AUB est négliegeable

—> le cercle est négligeable — / 1
D
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6.3 Intégrale itérées

Théoreme : - Si P = [a], by]x..x[ap, by] C R™ P— R est intégrable, alors

bn b2 bl
/fdxl..dxn:/ / / f(x1..xn)dxq | dxg | dxp
P an a2 al

Si lintégrale itéré (x) existe

Exemples : -
1 1 11 1
/ Xydxdy:/ /xydx dy:/ —ydy = -
0o \Jo 02 4
0<x<1
0<y<1
explication : - comment calculer / f dxq..dxp
A

n=3 volume de {x> +y2 + 2> <1} :=B intégrons d’abord par z :

—/1-x2-y2 <e</1-x2—y2
/ldxdydz:/Q\/lXzyzdxdy:...
B D

Preuve du Théoreme : -
=[a1by]x..x[an, by] C R" f :P — R intégrable
On a : P=[a;b1]xP’ ou P’ = [a;bg]x..x[anby] C R*!
On pose :
bl
g(x1..Xn) :—/ f(x1..xn)dx;
al
Supposons que g est bine définie

/dxl..dxn:/ g dxo...dxp
P P’

Il faut montrer que :

(et que / existe)
P/

Soit D une division de P cad une division a] <t} <tg < ..<thp=Db
une division D’ de P’
Montrons que

S(f,D) > S(g, D) ,D) >s(f,D)

=8
Si on le suppose : / fz/ g>/ /
p P’

mais / / /f = les > sont en fait =
JPp P
:>/ g existe et/ /f
P
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Pour montrer (1) :

bl N
g(x9..Xp) = /a f(x1..xp)dx; = Z /t f(x1..xn)dxq

! i=1 /il
N
Z ) -supf(x1.xn)  xj € [ti, ti 1]
D B .
onc S(g,D Z sup g - volR’ < Z Z (t—t,1)- sup f-volR
R'ep’ R R’eD’ i=1 [tiati—l]

Z sup f-vol R = S(f, D)
ReD R

(R=[ti-1,t]] x R')
Pour (2) pareil O

6.4 Changement de variable
Intuition D={x>+y2<1}

si on veut calculer : / f(x,y) dx dy en place d’une division
D
/ f(x,y)dxdy = / f(r cosp rsin p)r dv de
b 0<r<1
0<p<2m
Théoreme : - (changement de variable) :

Soit P C R™ un pavé (x) :

P C U CR™ ou UC R™ est ouvert, g :U — R™ une fonction C! qui est injective
dans l'intérieur de P, et f :g(P) — R une fonction intégrable. Alors :

/ f o= /fog-\det(dg)|
g(P) P

en coordonnées :  y=(yi..yn); X = (X1...Xn)

[t = [ i (2)] s

g:x—>y(x) "dyj..dy, = ‘ det( )‘ dxy....dxp"

(x) en place d’un pavé on peut utiliser n’importe quel sous-ensemble admissible (x)

Exemple-coordonné polaires : -

calculons / (x? + y?)dx dy g: <r> = <X - rgosgo) ., R?2 5 R?
x24y2<1 ¥ y = rsiny fonction C!

On chercher un rectangle : PC R2tqg(P) =D
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gh/mt de p €St une application injective

ox 0Ox

. a % cosp -TIsing

La matrice de dg : dy Oy - sing  rcosy
o dp

det =1 = / (x? +y2) dx dy = ((rcosg)? + (rsing)?)r dr de
D

0<r<1
0<p<2m

1
T
277/ r3dr = —
0 2
0<p<2m

Exemple : volume de cone : - <r =1/x2 —|—y2>

:/D(l—r)dxdy

° / r3 drdp =
0<r<1

1
1 1
= / (I-r)-rdrdp = 27r/(rr2)dr:27r.<__) _
0 2 3
0<r<1
0<p<27
Terminologie : -

La fonction  det(dg) =

™

3

=det <?> est le jacobien (ou le déterminant jacobien) du changement de variable)
X

Exemple : - coordonné sphériques dans R3
z= r-cost T x
x = 1-sinf - cosp 0|5 y il faut calculer le jacobien cad det dg
y = 1 -sinf - sinp ¥ z

Le jacobien de 7,0, — X,y,2

La matrice :

ox O0x O0Ox

or 90 dp 0coss T - > vsingsi
dy Jdy Oy Sl'necfm@ r 0089?0590 vsinfsing
o 90 Do = det | sinfsinp rcosfsing

8; 0z 8(5 cost ~18inf 0
o 00 g

sinfcosy cosfcosy —sing
sinfsingp  cosfsing  cosy
cosf —sing 0

= 12sinf - det

"dessin"
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Exemple : - Le volume de la boule de rayon R :
0<r<R

PJOo<O<m
0<¢<2rm

/ 1dxdydz—/ r? sinf dr df dep
BR P

R T 3
4
27r-/ r2dr-/ sinf df = 27r-R—-2:—7TR3
0 0

Exemple : - Le centre de la masse d’une demi-boule :

2.2, ,2 cR2
/z dx dy dz X = Xy A s
z>0

0
0
0

I"SR Z
/ 2 .

/2 / r - cosf -r7sind - dr df dp
P

2m

IN A IA

0 <
@ <
R w/2
=27 - / 3 dr - / cosd - sinf d6
0 0

1 1
fo tdt =5

aR*
4

le centre de k-la masse : o=y =
T, R3
3

ool w
=

L’intégrale de Gauss : -

oo
I:—/ ¢ dx
—00
o0 o0
/R ) e X2V dxdy = / e X2 dx - / e Y2 dy =17
—0
) 0<r< e
Coordonné polaires : -P = {0 ; _<O2O / e X2 V24x dy
<ep<27 R?2

2 w2 s =12 s 1
/er rdrdp = 27?-/ e “-rdr = 27?-/ e®-—ds=m
p 0 0 2

ds = 2rdr
Volume d’une boule de dim n préparation fonction I'

Définition : - Pour s > 0 (ou pour s€ C, Res > 0)

o
On pose |T'(S) ::/ e x5 1 dx
0
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Propriété de I' : -
I'(1)=1 I'(s+1)=sl(s)
Preuve : integrer par partie

oo
_ X S _ X
F(S+1)—/O e’ x°  dx u=-e

u v

s>0

T(s+1) =s0(8) T(1)=1
r2)=1-T(1) =

r(3)=2.1

r()=3-21

P(n) = (n-1)!

r(1/2):/0 e*xix dx —

(x =12 dx=2tdt)

oo o0
2/ e 2 dt = / e 2dt = N3
O _

Posons
Bn(R) = {x e R" | [x]| <R}
VOlan(R) = (Voln Bn(l)) 'Rn = Vn Rn
N————
:=Vn
/ ldxy..dxydt = / exp(-x% — ...~ x2) dxj...dxy

o0 o0
/ e X2dx.. / e X2dx, = 71/2
—00 —00

lintegration par x1...Xn donne :

1 0
/ vp ()t dt = / v -t - 2re "2 dr
0 0
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0 [ee] n
= 2Vn/ ST, vn/ /278 g = vp - T <— —i—l) — p2/n
0 0

Vzkzg

2k + 1
n=2k+1 F( ; +1> = 2kHAd 1. /m 2%k+1=3

-4
k=1 V3:%Ok

I'idée de la preuve de la formule du changement de variable :

b= f = f ;) - vol(g(P;
/m Z /g(Pi) Z (8(as)) - vol(g(Py))

Fait  Si T :R™ — R™ est une application linéaire Cy, := le cube [0, 1]* C R™ alors

Autrement dit : si T est une matrice nxn alors le volume du parralélépipéde donné par les
colones de T est  |det T| etc....

6.5 Propriété élémentaire d I’'intégrale

pour montrer que toute fonction continue est intégrable : continuité uniforme

Définition : - Si X,Y sont des espaces métriques et f :X — Y alorss f est uniformément
continue si :

(Ve > 0)(36 > 0)(¥x, x’ € X)(dx(x,x) < 0 = dy(f(x),f(x")) < ¢)

uniforme .. § ne dépend pas de x€ X
Théoreme : - Si X est compact f :X — Y continue alors f est uniformement continue
Preuve : - Supposons que f n’est pas uniformement continue cad (3¢ > 0)(Vn)
/ / 1 /
Ixp,x, € X tq dx(xn,xy) < — et dy(f(xn),f(x,)) > ¢
n

X est compact — remplacon la suite (xp)jo; par une sous-suite convergente. On peut donc
supposer que lim x;, existe
n—oo

1

Donc  dx(xn,x/) < ; on voit que :

lim x, = lim x,
n—o0 n—o0
f est continue = nlggo f(xn) =1 (Xlggo xp) = limf(x}) = f(limx)})

c’est possible car :  dy(f(xn),f(x}) > € contradiction
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Théoreme : - Soient PC R™ un pavé f :P — Rfonction continue alors f est intégrable (cad
/ f existe)

p
Preuve : - P compact = f est uniformément continue (Ve 34...) Pour § > 0 soit Dg

une division de P qui est "0 —fini” ; VP; € Ds; Vxy,x9 € Pj [|x1 —x2|| <9

Dgs est  —finie; xx € Pj €Dy = |[x-x/||<d; = sup f(x)- inf f(x) <e
x€Pi xeP;
S(f,Ds) —s(f,Ds); = Z (supf — inff)vol P; < e Z volP; = ¢e-volP
picp, Pi D P,cD;
cad ; (Ve > 0) 3Dy tq

S(f,Dg) —s(f,Ds) < evol P = i%f S(f,D) = sups(f, D) cad /fexiste O
D p

Théoreme : - Si P C R™ est un pavé et si : f :P— R est une fonction bornée tq :

A:={xe€p| fnlest pas continue en x} est négligeable

Alors / f existe

Preuve : - Soit € > 0 Soient pq, ..., px pavé tq A C UP; et ZvolPi <e

Si P = [a1,by] X ... X [an, by] alors ; Pg:= (a;,by) X ... X (ap, bn) — sous — ensemble ouvert
de R™ ; Soit D une division de P tq :
VReD, Vx,y e R; onallx—yl|| <0 cad D est § —finie; De plus on suppose que
k
VR € D soit R € UP;; soit : RUUPY =0 ; P\ U Py est fermé est borné = f |p\ype
i=1
est uniformement continue et donc (si ¢ est bien choisi) on a ; VR € D, tq R € P\UP; :
supf — iﬁf f<e

R

On sait aussi que f est borné cad [f(x)| < C VxeP

S(fD) - s(fD) = Z (supf - inff) - vol R Si RC P\UPY alors ;
rRep B R

(supffirﬁff)-voles-volR; SiR c UPY :
R

supf < C inff >-C
R R

— (sup f—inf f)-volR <2C-volR
R R

k
(*) <e-volP + 2c-¢ caerolPi§6 O

i=1
Proposition : -SiS C R™ 1 est fermé et borné et si f:S— R est continue, alors le graphe
de f:

{(x,f(x)) e R" | x € S} est négligeable
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Preuve : - S compact, f continue = f est uniformement continue cad
(Ve > 0)(36 > 0) tq  Soit P R™ ! un pavé tq ; SC P soit D une division

§—finiede P; AlorsVReEDtqRNS#0; supf- inf f<e
RNS RNS

Si; ReDetsiRiNS#0; onposePi::Rix[ilﬁff,supf]CRn
R
vol P; = volR; - (sup f—inf f) < vol Rj..e
R R
OnaACUPi,ZvolPigZvolR-ezs-volP
i

reD
Vu gye cest arbitraire, A est négligeable O

Rappel : - Si A, B sont négligeable alors AU B sont négligeable
e A négligeable BC A = B négligeable

Quels sous-ensemble AC R sont "convenable" par I'intégration ?

Définition : - Si X est un espace métrique et si A C X alors le bord de A est :

0A = {x € X | Xp n'est pas continu en x }

XA (%) 1 sixeA
X) =
A 0 six¢ A

cad ; x€ 0A Ve >0
B(x,e)NA#0; B(xe)N(X\A) #0

Définition : - Un sous-ensemble borné AC R" est admissible si A C RMest négligeable

une fonction borné f : A — R est admissible si I’ensemble des discontinuité e f est négligeable

Proposition : - Si A est admissible et f :A— R est admissible alors

/ f existe
A

~ f -3 A
Preuve : - Si P est un pavé tq A C P ; on pose (pou x€ P) f (x) { (x) sixe

0 six ¢ A

/ f = / f les discontinuté de f C Les dicontinuité de fU A
A P

— /fexiste O
P

Proposition : - Si A C R" est négligeable et si f :A— R est borné alors / f=0
A

Théoreme : - Si A;B C R™ sont admissible et si f :AUB — R est admissible alors :

Joo= [ ]
AUB A B ANB
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